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OEUVRES MATHÉMATIQUES 


v'Évauiste GALOIS. 


Extrait du Journal de Mathématiques pures et-appliquees, tome XI, 1846.] 


AVERTISSEMENT. 


Le géometre ingénieux et profond, dont nous donnonsici les ceuvres, 
est mort ayant vingt ans à peine; et encore a-t-il dépensé stérilement و‎ 
dans les agitations de la politique, au milieu des clubs ou sous les ver- 
rous de Sainte-Pélagie, la plus grande partie des deux dernières an- e 
nées d'une vie si courte. Il était né le 26 octobre 1811; et au mois de 
mai 1832 un fatal duel, venu sans doute à la suite de quelque querelle 
frivole, l'enleva aux sciences mathématiques, qu'il aurait cultivées 
avec tant d'éclat! . 

Le principal travail d'Évariste Galois a pour objet les conditions de 
résolubilité des équations par radicaux. L'auteur y pose les bases d'une 
théorie générale qu'il applique en détail aux équations dont le degré 
est un nombre premier. Des l'áge de seize ans, et sur les bancs du col- 
lége Louis-le-Grand, où ses heureuses dispositions furent encouragées 
par un excellent professeur, par un excellent homme, M. Richard [*] , 
Galois s'était occupé de ce sujet difficile. Il présenta successivement à 
l'Académie plusieurs Mémoires contenant les résultats de ses médita- 


tions; mais, à part quelques fragments, quelques notes, il ne nous reste 


a 


[*] M. Le Verrier, M. Hermite, et d'autres savants distingués, ont suivi la classe de 
M. Richard. Les bons éléves font la gloire du maitre. 


G. a 
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11 AVERTISSEMENT. 


aujourd'hui que celui qu'il remit en dernier lieu, le 17 janvier 1831. 
Les Commissaires [*], dans leur Rapport, reprochérent au jeune ana- 
lyste une rédaction obscure, et ce reproche qu'on avait adressé déjà 
(Galois lui-même nous l'apprend) à ses précédentes communications, 
était fondé, il faut l'avouer. Un désir exagéré de concision fut la cause 
de ce défaut que l'on doit surtout tacher d'éviter en traitant les ma- 
tières abstraites et mystérieuses de l'Algébre pure. La clarté est, en 
effet, d'autant plus nécessaire, qu'on a dessein d'entrainer le lecteur 
plus loin des routes battues et dans des contrées plus arides. « Quand 
» il s'agit de questions transcendantes , soyez, disait Descartes, trans- 
» cendentalement clairs. » Galois a trop souvent négligé ce précepte ; 
et nous comprenons que d'illustres géometres aient jugé convenable 
d'essayer de ramener au droit chemin, par la sévérité de leurs sages 
conseils, un débutant plein de génie, mais inexpérimenté. L'auteur 
qu'ils censuraient était devant eux, ardent, actif, il pouvait profiter 
de leurs avis. 


Mais à présent tout est changé. Galois n'est plus! Gardons-nous bien 
de le poursuivre d'inutiles critiques ; laissons là les défauts, voyons les 
qualités. 

Lorsque, cédant au voeu des amis d'Évariste, je me suis livré, 
pour ainsi dire sous les yeux de son frere [**], à l'étude attentive de 
toutes les piéces imprimées ou manuscrites qu'il a laissées, jai donc cru 


[*] MM. Lacroix et Poisson rapporteur. On peut voir quelles étaient les conclusions 
(un peu sèches) du Rapport par la manière dont M. Lacroix s'exprime dans la sixième 
édition de ses Compléments des Éléments d'Algébre, page 345 : « En 1831, un jeune 
» Francais, Évariste Galois, mort l'année suivante , avait annoncé , dans un Mémoire 
» présenté à l'Académie des Sciences, que, pour qu'une équation irréductible de degré 
" premier soit soluble par radicaux, il faut et il suffit que deux quelconques des racines 
» étant connues, les autres s'en déduisent rationnellement ; mais ce Mémoire parut à 
» peu près inintelligible aux Commissaires chargés de examiner. ” 

[**] M. Alfred Galois. 
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AVERTISSEMENT. n 
devoir me proposer comme but unique de rechercher, de démeler, 
pour le faire ensuite ressortir de mon mieux, ce qu'il y a de neuf 
dans ces productions. Mon zele a été bientót récompensé, et j'ai joui 
d'un vif plaisir au moment oü, apres avoir comblé de légeres lacunes, 
Jai reconnu l'exactitude entiére de la méthode par laquelle Galois 
prouve, en particulier, ce beau théoréme: Pour qu'une équation irré- 
ductible de degré premier soit soluble par radicaux, il faut et il suffit 
que toutes les racines soient des fonctions rationnelles de deux quel- 
conques d'entre elles. Cette méthode, vraiment digne de l'attention 
des géometres, suffirait seule pour assurer à notre compatriote un 
rang dans le petit nombre des savants qui ont mérité le titre d'inven- 
teurs. 

Nous reproduirons d'abord les divers articles publiés par Galois, 
de 1828 à 1830, dans les Annales de M. Gergonne et dans le Bulletin 
des Sciences de M. Férussac. Puis viendront les pièces inédites, et enfin 
un commentaire ou nous nous proposons de compléter certains pas- 
sages et d'éclaircir quelques points délicats. 

La veille de sa mort, et dans la prévision du sort funeste qui l'at- 
tendait , Galois traca rapidement le résumé des grandes idées dont il 
était occupé, et adressa, sous forme de lettre, à son meilleur ami, 
M. Auguste Chevalier, ce dernier écrit, sorte de testament scientifique , 
que nous placerons comme préface des œuvres posthumes , et qu'on ne 
lira pas sans émotion en songeant dans quelle circonstance il fut com- 
posé. Cette Lettre a été insérée, en 1832, dans la Revue encyclopé- 
dique, numéro de septembre, page 568. Une Notice nécrologique sur 
Galois, par M. Auguste Chevalier, a paru dans le méme numéro, 
page 744. Nous n'avons pas cru à propos de la faire entrer dans notre 
collection. Elle renferme des détails intéressants, mais , pour la plupart, 
étrangers à la science. Et certaines assertions, certains jugements trop 
absolus concernant les personnes et les choses, appelleraient peut-être 


des contradicteurs. I] est vrai qu'aux yeux mêmes de ceux qui s'éloi- 
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IN AVERTISSEMENT. 

gneraient le plus de ses opinions, l'auteur de cette Notice a d'avance 
trouvé son excuse dans la tendre amitié qui l'unissait à Galois. 
Quant à nous, qui n'avons ni connu, ni méme jamais vu ce mal- 
heureux jeune homme, nous nous renfermerons dans notre róle de 
géometre, ct les observations que nous pourrons nous permettre, 
en publiant ses œuvres sous l'inspiration de sa famille, ne porteront 


que sur les mathématiques. 


Toul, le 30 octobre 1846. 


J. LIOUVILLE. 
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Articles publiés par Galois dans les Annales de Mathématiques 


de M. Gergonne. 


Démonstration d'un théorème sur les fractions continues périodiques | 


On sait que si, parla méthode de Lagrange , on développe en fraction 
continue une des racines d'une équation du second degré , cette fraction 
continue sera périodique , et qu'il en sera encore de méme de l'une des 
racines d'une équation de degré quelconque, si cette racine est racine 
d'un facteur rationnel du second degré du premier membre de la pro- 
posée, auquel cas cette équation aura, tout au moins, une autre racine 
qui sera également périodique. Dans l'un et dans l'autre cas, la frac- 
tion continue pourra d'ailleurs étre immédiatement périodique ou ne 
l'étre pas immédiatement; mais, lorsque cette derniere circonstance 
aura lieu, il y aura du moins une des transformées dont une des racines 
sera immédiatement périodique. 

Or, lorsqu'une équation a deux racines périodiques, répondant a 
un méme facteur rationnel du second degré, et que l'une d'elles est 
immédiatement périodique, il existe entre ces deux racines une rela- 
tion assez singuliere qui parait n'avoir pas encore été remarquée, et qui 
peut étre exprimée par le théoreme suivant : 

THEOREME. Si une des racines d'une équation de degré quelconque 
est une fraction continue immédiatement périodique, cette equation 
aura nécessairement une autre racine également périodique que l'on 
obtiendra en divisant l'unité négative par cette méme fraction continue 
périodique , écrite dans un ordre inverse. 

Démonstration. Pour fixer les idées, ne prenons que des périodes 
de quatre termes; car la marche uniforme du calcul prouve qu'il en 
serait de méme si nous en admettions un plus grand nombre. Soit une 


[*] Tome XIX des Annales, page 294 (1828-1829). Galois etait alors éléve au College 
Louis-le-Grand. (J. L.) 
G. I 
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(2) ۱ 
des racines d'une équation de degré quelconque exprimée comme il 
suit : j cT 4 


“ee 


X d+ 
b+ 


l'équation du second degré, à laquelle appartiendra cette racine, et qui 
contiendra conséquemment sa corrélative , sera 


I 
Xs dee e 
b+ 
c + : 
I 
d+ 
T 
or, on tire de là successivement 
1 1 I 
UM esp > = — (6+ — 
1 a-z 
b+ >> سب‎ 
ن‎ e= d+ 
1 x 
d+ 
z - 
I 1 
b+ = — ; = — (c + کت‎ iig 
ak 1 1 I 
c+ b + d+ 
I ae -— g T 
d ما‎ ——— 
ï 1 1 
BE == : کیز‎ 3۰0 MBE > m (d s z 
I 1 
b+ d+ e+ 
duc F x I 
b+ 
á a ص‎ g 
1 1 1 
d+- S E FES 
I T 1 
c+ R: < E 
1 
b+ C + سس‎ 
a — چ‎ è I 
beue. 
EH = 
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c'est-à-dire p 


b + 


a — x e 
c'est donc toujours là l'équation du second degré qui donne les deux 
racines dont il s'agit; mais, en mettant continuellement pour æ, dans 


son second membre, ce méme second membre quien est, en effet, la 
valeur, elle donne 


T = == 


a d... 


c'est donc là l'autre valeur de x, donnée par cette équation, valeur 
qui, comme l'on voit, est égale à — 1 divisé par la première. 

Dans ce qui précéde , nous avons supposé que la racine pen était 
plus grande que l'unité; mais, si l'on avait 


, 
X = سس‎ 
1 
a ج‎ 
. b + ` 
€ 4- = d 
d+ A 
a : 
b + à 
نی‎ re 
. I 
on en conclurait, pour une des valeurs de E 
I 
Ó =@+ 1 
b+ 
I 
e A 
d+ سب‎ 
> 1 
a+ A 
b+ i 
"TIS 
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1 . ۰ و‎ da 
l'autre valeur de > serait donc, par ce qui précede, 


d+ 
c 4 a - 
Di A 
a+ الام‎ 
1 
رد مور‎ LTE, 
1 
c + m 
b+ ilo E 
a+... 
d’où l’on conclurait, pour l'autre valeur de x, 
CY WT E abi ae 
c + 
ï 
BE 
"— == 
d + 
et : 
1 
b + ——— 
+... 
ou 
1 
x= —] À 1 
d + ————— 
1 
CT سس بت‎ 
1 
b + 
1 
i+ — 
1 
d+ — * 
درو‎ RM 
b+ =. 
at. 


ce qui rentre exactement dans notre théorème. 

Soit A une fraction continue immédiatement périodique quelconque, 
et soit B la fraction continue qu’on en déduit en renversant la période ; 
on voit que, si l’une des racines d’une équation est x = A, elle aura 


. . I . 
nécessairement une autre racine x = — pi OF, SI A est un nombre po- 


sitif plus grand que l'unité, — 5 sera négatif et compris entre o et 


— 1; et, à l'inverse, si A est un nombre négatif compris entre o et — 1, 
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5 
I ac ie iita, ۲ ۰ 
— g sera un nombre positif plus grand que l'unité. Ainsi , lorsque l'une 


des racines d'une équation du second degré est une fraction continue 
immédiatement périodique, plus grande que l'unité, l'autre est néces- 
sairement comprise entre o et — r; et réciproquement, si l'une d'elles 
est comprise entre o et — 1, l'autre sera nécessairement positive et plus 
grande que l'unité. 

On peut prouver que, réciproquement, si l'une des deux racines 
d’une équation du second degré est positive, et plus grande que l'unité, 
et que l'autre soit comprise entre o et — 1, ces racines seront exprima- 
bles en fractions continues immédiatement périodiques. En effet, soit 
toujours A une fraction continue immédiatement périodique quel- 
conque, positive et plus grande que l'unité, et B la fraction continue 
immédiatement périodique qu'on en déduit, en renversant la période , 
laquelle sera aussi, comme elle, positive et plus grande que l'unité. La 
première des racines de la proposée ne pourra être de la forme 


I 
X = P == i’ 
car alors , en vertu de notre théorème , la seconde devrait être 


I 
x =a + — = a -- B; 


B 


or a — B ne saurait étre compris entre o et ï qu'autant que la partie 
entiere de B serait égale à p, auquel cas la premiere valeur serait iminé- 
diatement périodique. On ne pourrait avoir davantage pour la premiere 


1 ۰ 
valeur de x, x = p + = , car alors l'autre serait 


or, pour que cette valeur fut comprise entre o et — 1, il faudrait d'a- 
I 
B—g 
B — q fùt plus petit que l'unité, ce qui exigerait que B fût égal àq, plus 
une fraction; d'oü l'on voit que g et p devraient être respectivement 
égaux aux deux premiers termes de la période qui répond à B, ou aux 


bord que fùt égal à p, plus une fraction. Il faudrait donc que 
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/ 


deux derniers de la période qui répond à A; de sorte que, contraire- 


ment à l'hypothese, la valeur x = p + — serait immédiatement 

ان 
périodique. On prouverait, par un raisonnement analogue , que les pé-‏ 
riodes ne sauraient étre précédées d'un plus grand nombre de termes‏ 
n'en faisant pas partie.‏ 

Lors donc que l'on traitera une équation numérique par la méthode 
de Lagrange, on sera sûr qu'il n'y a point de racines périodiques à 
espérer tant qu'on ne rencontrera pas une transformée ayant au moins 
une racine positive plus grande que l'unité, et une autre comprise 
entre o et — 1; et si, en effet, la racine que l'on poursuit doit être pé- 
riodique, ce sera tout au plus à cette transformée que les périodes 
commenceront. 

Si l'une des racines d'une équation du second degré est non-seulement 
immédiatement périodique , mais encore symétrique, c'est-à-dire si les 
termes de la période sont égaux à égale distance des extrémes, on aura 


۰ I 34 ۰ 
B—A ; de sorte que ces deux racines seront A et — rt l'équation sera 
donc 


Aa? — (A? — 1) xz — A — o. 


Réciproquement, toute équation du second degré de la forme 


ax? =Â bx =Â ü= o 


aura ses racines à la fois immédiatement périodiques et symétriques. 
En effet, en mettant tour à tour pour x l'infini et — 1, on obtient des 
résultats positifs , tandis qu'en faisant x = 1 et x = o, on obtient des 
résultats négatifs ; d’où l'on voit d'abord que cette équation a une ra- 
cine positive plus grande que l'unité et une racine négative comprise 
entre o et — r, et qu'ainsi ces racines sont immédiatement périodiques : 


۱ ۲ 1 rae 
de plus, cette équation ne change pas en y changeant x en — =; d'ou 


" 3 ۰ 1 A Š 
il suit que, si A est une de ses racines, l'autre sera — jc qu ainsi, 


dans ce cas, B — A. 
Appliquons ces généralités à l'équation du second degré 


3a? — 16x + 18 = 0; 
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on lui trouve d'abord une racine positive comprise entre 3 et 4, en 
posant 

I 

x=3+-; 

y 

on obtient la transformée 
35! —ay—3=0, 

dont la forme nous apprend que les valeurs de y sont à la fois immé- 
diatement périodiques et symétriques; en effet, en posant tour à tour 


I 1 1 
2۲ << ] + -7 و25‎ + 5: 4 em رد‎ xx 
- 2 t 


on obtient les transformées 
22 — 4z — 3 =0, 3L — 4t —2=0, 3u? — ou — 3 =o. 


L'identité entre les équations en z et en y prouve que la valeur positive 
de y est 1 


y =1+ ۳ 
2 + 
ï+ 
I 
و‎ + = 
2 + z 
E Fars 
sa valeur négative sera donc 
duet I 
SER E 
1 + : 
go é 
1 + 
I 4 i gen 
2 + is 
1 +. 
les deux valeurs de x seront donc 
E I Ter. i 
x= daje — ; #=3— ——— 1 
kel تست‎ ies 
ds یقلت‎ Jon s 
I+ 1 i $ 
14 1 r+ 
i 
+ س‎ 
TL 3T "i 
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dont Ja dermiere, en vertu de la formule connue 


r‏ ای 
pue ,‏ 
+ 1 


qe 


devient 


Notes sur quelques points d Analyse |*]. 
§ I. — Démonstration d'un théorème d'analyse. 


Tatorime. « Soient Fx et fx deux fonctions quelconques données; 
» on aura, quels que soient x eth, 


F(z--h)— Fr — (L 
f(2+h)— fr — q (K), 


» 9 étant une fonction déterminée, et & une quantité intermédiaire 
» entre x et x + h. » 
Démonstration. Posons, en effet, 
Fiz+h)—EFr uq 
f(r--4)—fz ^? 
on en déduira 


F (x + h) — Pf (x + h) = Fx — Pfr; 


[*] Annales, tome XXI, page 182 (1830-1831). C'est par suite d'une faute d'im- 
pression qu'on y lit: Galais, élève à l'École normale, au lieu de Galois. (3: L.) 
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d'ou l'on voit que la fonction Fa — Pfx ne change pas quand on y 
change x en x + h; d’où il suit qu'à moins qu’elle ne reste constante 
entre ces limites, ce qui ne pourrait avoir lieu que dans des cas parti- 
culiers و‎ cette fonction aura , entre x et x +h, un ou plusieurs maxima 
et minima. Soit ۸ la valeur de x répondant à l'un d'eux; on aura évi- 
demment 


k =(P). 
Y étant une fonction déterminée; donc on doit avoir aussi 
P = (h), 


étant une autre fonction également déterminée; ce qui démontre le 
théoreme. 
De là on peut conclure, comme corollaire, que la quantité 
lim. F| => = (X) 
atm AAD 
pour 4 = o, est nécessairement une fonction de x, ce qui démontre, à 
priori , l'existence des fonctions dérivées. 


§ II. — Rayon de courbure des courbes dans l'espace. 


Le rayon de courbure d'une courbe en l'un quelconque de ses 
points M est la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'intersection 
du plan normal au point M avec le plan normal consécutif, comme il 
est aisé de s'en assurer par des considérations géométriques. 

Cela posé, soit (x, y, z) un point de la courbe ; on sait que le plan 
normal en ce point aura pour équation 


dx , «ds 


(N) (X — x) سر‎ FU- pe (2 2)7 = o, 


X, Y, Z étant les symboles des coordonnées courantes. نا‎ intersection 
de ce plan normal avec le plan normal consécutif sera donnée par le 
système de cette équation et de la suivante 


(1) (X—2) i phe) +(Z— P (a) = À; 
G. x 
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attendu que 


ORO 


Or il est aisé de voir que le plan (I) est perpendiculaire au plan (N), 


car on a 
dx dx dy dy dz “4 pu 
Zd. (2) + % d. (2) 4 Sd. (s Z aj 


donc la perpendiculaire abaissée du point (x, y, z) sur l'intersection 
des deux plans (N) et (I) n'est autre chose que la perpendiculaire abais- 
sée du méme point sur le plan (T). Le rayon de courbure est donc la 
perpendiculaire abaissée du point (x, y, z) sur le plan (I). Cette consi- 
dération donne, trés-simplement, les théorémes connus sur les rayons 
de courbure des courbes dans l'espace. 


—— Ü 4 Q m => 
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4rticles publiés par Galois dans le Bulletin des Sciences 
mathématiques de M. Férussac. 


Analyse d'un Mémoire sur la résolution algébrique des équations |*|. 


On appelle équations non primitives les équations qui étant, par 
exemple , du degré mn, se décomposent en m facteurs du degré n, au 
moyen d'une seule équation du degré m. Ce sont les équations de 
M. Gauss. Les équations primitives sont celles qui ne jouissent pas 
d'une pareille simplification. Je suis, à l'égard des équations primitives , 
parvenu aux résultats suivants : 

1°. Pour qu'une équation de degré premier soit résoluble par radi- 
caux, il faut et il suffit que deux quelconques de ses racines étant con- 
nues, les autres s'en déduisent rationnellement. 

2°. Pour qu'une équation primitive du degré m soit résoluble par 
radicaux , il faut que m = p”, p étant un nombre premier. 

5". A part les cas mentionnés ci-dessous, pour qu'une équation pri- 
mitive du degré p* soit résoluble par radicaux, il faut que deux quel- 
conques de ses racines étant connues, les autres s'en déduisent ration- 
nellement. 

A la regle précédente échappent les cas trés-particuliers qui suivent : 

1*, Le caedem = p' — 9, = ab; 

2°. Le cas de m = p” = 4, et généralement celui où, 47 étant un di- 


v 
P — 1 
viseur de? 

p= I 


, on aurait a premier, et 


a" (p —1) 


Ces cas s'écartent toutefois fort peu dela regle générale. 


+ 


(*] Bulletin, tome XIII, page 271 (année 1830, cahier d'avril ). (J. d) 
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Quand m = 9, = 25, l'équation devra être du genre de celles qui 
déterminent la trisection et la quintisection des fonctions elliptiques. 
Dans le second cas, il faudra toujours que deux des racines étant 
connues , les autres s’en déduisent, du moins au moyen d’un nombre 


» 
۳ t .. C= | 
de radicaux, du degré p, égal au nombre des diviseurs a^ de ac E 


qui sont tels que 


p '=1 


" —y =p (mod.a^, apremier. 
a” ( p — 1) 

Toutes ces propositions ont été déduites de la théorie des permuta- 
tions. 

Voici d'autres résultats qui découlent de ma théorie. 

1°. Soient A le module d'une fonction elliptique و‎ p un nombre pre- 
mier donné > 3; pour que l'équation du degré p + 1, qui donne les 
divers modules des fonctions transformées relativement au nombre p, 
soit résoluble par radicaux و‎ il faut de deux choses l'une: ou bien 
qu'une des racines soit rationnellement connue, ou bien que toutes 
soient des fonctions rationnelles les unes des autres. Il ne s'agit ici, 
bien entendu, que des valeurs particulières du module A. Il est évident 
que la chose n'a pas lieu en général. Cette régle n'a pas lieu pour 
ps5. 

2°. Il est remarquable que l'équation modulaire générale du sixieme 
degré , correspondant au nombre 5, peut s'abaisser à une du cinquieme 
degré dont elle est la réduite. Au contraire, pour des degrés supérieurs, 
les équations modulaires ne peuvent s'abaisser [*]. 


[*] Cette assertion n'est pas tout à fait exacte, comme Galois en avertit lui-même 
dans sa Lettre à M. Auguste Chevalier, qu'on trouve plus bas. 11 dit en général au sujet 
de l'article que nous reproduisons ici: La condition que j'ai indiquée dans le Bulletin 
de Férussac pour la solubilité par radicaux est trop restreinte; il y a peu d'exceptions , 
mais il y en a. Quant aux équations modulaires en particulier, il déclare l'abaissement 
du degré p +1 au degré p possible, non-seulement pour p = 5, mais encore pour 
p = 7 etp = 11; mais il en maintient l'impossibilité pour p > 11. (TE) 
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/ 


Note sur la résolution des équations numériques [*]. 


; : 3 ۲ 7 
M. Legendre a le premier remarqué que, lorsqu'une équation algé 
brique était mise sous la forme 


QX = 2; 


ou gx est une fonction de x qui croit constamment en meme temps 
que a, il était facile de trouver la racine de cette équation immédiate- 
ment plus petite qu'un nombre donné a, si va < a, et la racine immé- 
diatement plus grande quea,siga > a. 

Pour le démontrer, on construit la courbe y = 9x et la droite y= x. 
Soit prise une abscisse = a, et supposons, pour fixer les idées, za > a, 
je dis qu'il sera aisé d'obtenir la racine immédiatement supérieure à a. 
En effet, les racines de l'équation cx = x ne sont que les abscisses des 
points d'intersection de la droite et de la courbe, et il est clair que l'on 
s'approchera du point le plus voisin d'intersection, en substituant à 
l'abscisse a l'abscisse ga. On aura une valeur plus approchée encore 
en prenant goa, puis gya, et ainsi de suite. 

Soit Fx — o une équation donnée du degré n, et Fx — X — Y, 
X et Y n'ayant que des termes positifs. Legendre met successivement 
l'équation sous ces deux formes 


n x n x 
x = QX = TFT x = Yx = 


les deux fonctions ox et Lx sont toujours, comme on voit, l'une plus 
grande, l'autre plus petite que x. Ainsi, à l'aide de ces deux fonctions, 
on pourra avoir les deux racines de l'équation les plus approchées d'un 
nombre donné a, l'une en plus et l'autre en moins. 

Mais cette méthode a l'inconvénient d'exiger, à chaque opération, 
l'extraction d'une racine n^"*. Voici deux formes plus commodes. 
Cherchons un nombre £ tel, que la fonction 


> iz 
X + = 


|*] Bulletin, tome XIII, page 413 (année 1830, cahier de juin) (J. L.) 
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croisse avec x, quand x > 1. (ll suffit, en effet, de savoir trouver les 
racines d'une équation qui sont plus grandes que l'unité.) 
Nous aurons, pour la condition proposée, 
d X—Y 
kx" AX eX ` nY —uY' 


pe 20, ou bien 1 Wier o `> Ò; 


or on aidentiquement 
nX — xX’ > و0‎ nY—2xY' > o; 


il suffit donc de poser 
nX = xX' 


h qrt! 


«1 pour X > و1‎ 


et il suffit pour cela de prendre pour A la valeur de la fonction nX —aX’ 
relative à x = 1. 
On trouvera de méme un nombre / tel, que la fonction 
Fa 
ha" 
croitra avec x quand x sera > 1, en changeant Y en X. 
Ainsi, l'équation donnée pourra se mettre sous l'une des formes 
Fz 


TX = X = Nx 


X =T + == و‎ 
kx? 


qui sont toutes deux rationnelles, et donnent pour la résolution une 
méthode facile. 


Sur la théorie des nombres [*]. 


Quand on convient de regarder comme nulles toutes les quantités 
qui , dans les calculs algébriques, se trouvent multipliées par un nom- 


[*] Bulletin, tome XIII, page 428 (année 1830, cahier de juin). Avec la Note sui- 
vante : Ce Mémoire fait partie des recherches de M. Galois sur la théorie des permuta- 
tions et des équations algébriques. (3: L.) 
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bre premier donné p, et qu'on cherche, dans cette convention , les so- 
lutions d'une équation algébrique Fx = o, ce que M. Gauss désigne 
par la notation Fa = o, on n'a coutume de considérer que les solutions 
entières de ces sortes de questions. Ayant été conduit par des recher- 
ches particuliéres à considérer les solutions incommensurables, je suis 
parvenu à quelques résultats que je crois nouveaux. 

Soit une pareille équation ou congruence , Fx = o, et p le module. 
Supposons d'abord, pour plus de simplicité, que la congruence en 
question n'admette aucun facteur commensurable, c'est-à-dire qu'on 
ne puisse pas trouver trois fonctions ga, Yr, yx telles que 


ox . مدا‎ = Fx + PAX. 


Dans ce cas, la congruence n'admettra donc aucune racine entière , ni 
méme aucune racine incommensurable de degré inférieur. Il faut donc 
regarder les racines de cette congruence comme des especes de sym- 
boles imaginaires, puisqu'elles ne satisfont pas aux questions des 
nombres entiers, symboles dont l'emploi, dans le calcul, sera sou- 


vent aussi utile que celui de l'imaginaire V = 1 dans l'analyse ordinaire. 

C'est la classification de ces imaginaires, et leur réduction au plus 
petit nombre possible , qui va nous occuper. 

Appelons i l'une des racines de la congruence Fx = o, que nous sup- 
poserons du degré v. 

Considérons l'expression générale 


(A) a+ai+ai+...+a 9 و‎ 


OU 4,4,,43,...,4,_, représentent des nombres entiers. En donnant à ces 
nombres toutes les valeurs, l'expression(A)en acquiert p”, qui jouissent, 
ainsi que je vais le faire voir, des mémes propriétés que les nombres 
naturels dans la théorie des résidus des puissances. 

Ne prenons des expressions (A) que les p’—1 valeurs où a, وب‎ d,..., 
4, ., nesont pas toutes nulles : soit œ l'une de ces expressions. 

Si l'on élève successivement g aux puissances 2°, 3°,..., on aura une 
suite de quantités de méme forme [parce que toute fonction de; peu 
se réduire au (y — 1)""* degré]. Donc on devra avoir o” — 1, n étant un 
certain nombre; soit z le plus petit nombre qui soit tel que l'on ait 
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a” = 1. On aura un ensemble de z expressions toutes différentes entre 
elles, 
TE SOR; ice) ture 

Multiplions ces z quantités par une autre expression 6 de la meme 
forme. Nous obtiendrons encore un nouveau groupe de quantités tou- 
tes différentes des premieres, et différentes entre elles. Si les quantités (A) 
ne sont pas épuisées , on multipliera encore les puissances de g par une 
nouvelle expression y, et ainsi de suite. On voit donc que le nombre 
n divisera nécessairement le nombre total des quantités (A), Ce nom- 
breétant م‎ — 1, on voit que z divise p' — 1. De là suit encore que l'on 
aura 


BA RN Abie u^ => a. 


Ensuite on prouvera , comme dans la théorie des nombres , qu'il y a 
des racines primitives 4, pour lesquelles on ait précisément p If, 
et qui reproduisent par conséquent, par l'élévation aux puissances , 
toute la suite des autres racines. 

Et l'une quelconque de ces racines primitives ne dépendra que d'une 
congruence du degré », congruence irréductible, sans quoi l'équation 
en i ne le serait pas non plus, parce que les racines de la congruence 
en i sont toutes des puissances de la racine primitive. 

On voit ici cette conséquence remarquable, que toutes les quantités 
algébriques qui peuvent se présenter dans la théorie sont racines d'é- 
quations de la forme 


XP zug 


Cette proposition, énoncée algébriquement, est celle-ci : Etant donnés 
une fonction Fæ et un nombre premier p, on peut poser 


Jx Fx = x? = x + pox, 


jx et ox étant des fonctions entières, toutes les fois que la congruence 
Fæ = o (mod. p) sera irréductible. 

Si l'on veut avoir toutes les racines d'une pareille congruence au 
moyen d'une seule, il suffit d'observer que l'on a généralement 


(Fa)?" = F (x^) 
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et que, par conséquent , l’une des racines étant x, les autres seront 


a. di nito at Me FE 


Il s'agit maintenant de faire voir que, réciproquement à ce que 
nous venons de dire, les racines de l'équation ou de la congruence 


x?” = x dépendront toutes d’une seule congruence du degré v. 
Soit en effet / une racine d'une congruence irréductible, et telle que 


toutes les racines de la congruence x?’ = zx soient fonctions rationnelles 
de i. (Il est clair qu'ici, comme dans les équations ordinaires, cette 
propriété a lieu) [**]. 

Il est d'abord évident que le degré p. de la congruence en ë ne saurait 
etre plus petit que v, sans quoi la congruence 


(v) xP\—1=0 


[^] De ce que les racines de la congruence irréductible de degre v 
Exo 
sont exprimées par la suite 
Su QU. E 


on aurait tort de conclure que ces racines soient toujours des quantités exprimables par 
radicaux. Voici un exemple du contraire : 
La congruence irréductible 


x'4+z24+1=0 (mod. 2) 
donne 
24 y ۷-3 
2 
qui se réduit à 
o 
Ex (mod. 2) 


formule qui n'apprend rien. 


[**] La proposition générale dont il s'agit ici peut s'énoncer ainsi: Étant donnée une 
équation algébrique, on pourra trouver une fonction rationnelle 0 de toutes ses racines, 
de telle sorte que, réciproquement, chacune des racines s'exprime rationnellement en 6. 
Ce théorème était connu d'Abel, ainsi qu'on peut le voir par la première partie du Mé- 
moire que ce célèbre géomètre a laissé sur les fonctions elliptiques. 


G. 3 
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\ 


aurait toutes ses racines communes avec la congruence 
xP’ 1-9, 


ce qui est absurde, puisque la congruence (v) n'a pas de racines égales, 
comme on le voit en prenant la dérivée.du premier membre. Je dis 
maintenant que p. ne peut non plus étre > v. 
En effet, s'il en était ainsi, toutes les racines de la congruence 
xP" = x 


devraient dépendre rationnellement de celles de la congruence 


Mais il est aisé de voir que si l'on a 


‘p’ ۰ 
e i, 


toute fonction rationnelle 4 = fi donnera encore 
(Ji) =f) — fi, d'où Ah" =h. 


۰ p. ۰ ۰ 
Donc toutes les racines de la congruence x?" =x lui seraient com- 


munes avec l'équation xP" = x. Ce qui est absurde. 
Nous savons donc enfin que toutes les racines de l'équation ou 


congruence x? =x dépendent nécessairement d'une seule congruence 
irréductible de degré v. 

Maintenant, pour avoir cette congruence irréductible d’ou dépen- 
dent les racines de la congruence x?'— x, la méthode la plus géné- 
rale sera de délivrer d'abord cette congruence de tous les facteurs 
communs qu'elle pourrait avoir avec des congruences de degré infé- 
rieur et de la forme 

xP’ — x. 

On obtiendra ainsi une congruence qui devra se partager en con- 
gruences irréductibles de degré v. Et, comme on sait exprimer toutes 
les racines de chacune de ces congruences irréductibles au moyen 
d'une seule, il sera aisé de les obtenir toutes par la méthode de 
M. Gauss. 


http://rcin.org.pl 


( 19 ) 
Le plus souvent, cependant, il sera aisé de trouver par le tatonne- 


ment une congruence irréductible d'un degré donné v, et l'on doit en 
déduire toutes les autres. 


Soient, pour exemple. p = 7, v = 3. Cherchons les racines de la 
congruence 


1 — 
(1) x" =x (mod. 7). 
J observe que la congruence 
(2) i* —2 (mod. 7) 


étant irréductible, et du degré 3, toutes les racines de la congruence (1) 
dépendent rationnellement de celle de la congruence (2), en sorte que 
toutes les racines de (1) sont de la forme 


3 


(3) a +ai+ai, ou bien a + a,y2 + a, 4. 


Il faut maintenant trouver une racine primitive, c'est-à-dire une 


forme de l'expression (3) qui, élevée à toutes les puissances, donne 
toutes les racines de la congruence 


3 ۳۹ 1 1 
x —1, savoir x***-'* — ۲ (mod. 5), 


et nous n'avons besoin pour cela que d'avoir une racine primitive de 
chaque congruence 


qom, X. 3 =Ë 


La racine primitive de la premiere est — 1; celles de x” — 1 = o 
sont données par les équations 


az. wu. 


en sorte que / est une racine primitive de x?' — r. 


I] ne reste qu'à trouver une racine de x'?* — 1 = o, ou plutôt de 
, P 
P واک‎ " 
۳ ۳۳۲ pe 


et essayons pour cela si l'on ne peut pas satisfaire à la question en 
posant simplement x -—a--a, au lieu de a + a,i + a,i?; nous de- 


9s 
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vrons avoir 
(a + ai) = 1, 

ce qui, en développant par la formule de Newton, et réduisant les 
puissances de a, dea, et de i, par les formules 

Ale p. MP er = 3. 
se réduit à 

E 4.43 5 +42 275\ 72] — 

3 [a — a*a? + (a*a? + a?a$)i*] =1, 
dor x 

où, en séparant, 


Ja — Batal =T;  a'aj + a? a$ — o. 


Ces deux dernières équations sont satisfaites en posant « = — 1, 
a, =ï : Dene 
—1+i 


est une racine primitive de x'* = 1. Nous avons trouvé plus haut, 


۰ ۳ one 2 5 
your racines primitives dex? = 1 et dex? = 1, les valeurs — ï et i; 
? 
il ne reste plus qu'à multiplier entre elles les trois quantités 
— 1, i, —1+i, 
et le produit i — i? sera une racine primitive de la congruence 


quU ES. 


Donc ici l'expression i — i? jouit de la propriété, qu'en l'élevant à 
toutes les puissances, on obtiendra 7° — ï expressions différentes et de 
la forme 


a+a,i+a,i?. 


Si nous voulons avoir la congruence de moindre degré d'ou dépend 
notre racine primitive, il faut éliminer ë entre les deux équations 


On obtient ainsi 
a — œ + 2 = 0. 


Tl sera convenable de prendre pour base des imaginaires et de re- 
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présenter par i la racine de cette équation , en sorte que 
(i) i*—i--2-—o, 
et l'on aura toutes les imaginaires de la forme 


a+ (Qi + at’, 


۱ 


en élevant i à toutes les puissances, et réduisant par l'équation (7). 

Le principal avantage de la nouvelle théorie que nous venons d'ex- 
poser est de ramener les congruences à la propriété (si utile dans les 
équations ordinaires) d'admettre précisément autant de racines qu'il v 
a d'unités dans l'ordre de leur degré. 

La méthode pour avoir toutes ces racines sera tres-simple. Premiere- 
ment on pourra toujours préparer la congruence donnée Fa = o, de 
manière à ce qu'elle n'ait plus de racines égales, ou, en d'autres ter- 
mes, à ce qu'elle n'ait plus de facteur commun avec F'x = o, et le 
moyen de le faire est évidemment le méme que pour les équations or- 
dinaires. 

Ensuite, pour avoir les solutions entières, il suffira, ainsi que M. Libri 
parait en avoir fait le premier la remarque, de chercher le plus grand 
facteur commun à Fx = o et à x^^! = 1. 

Si maintenant on veut avoir les solutions imaginaires du second 


degré, on cherchera le plus grand facteur commun à Fx = o et à 


x"-! = +, et, en général, les solutions de l'ordre v seront données 
par le plus grand commun diviseur à Fr = o et à x” 7! = 1. 


C'est surtout dans la théorie des permutations , ou l'on a sans cesse 
besoin de varier la forme des indices, que la considération des racines 
imaginaires des congruences parait indispensable. Elle donne un moyen 
simple et facile de reconnaitre dans quel cas une équation primitive est 
soluble par radicaux, comme je vais essayer d'en donner en deux mots 
une idée. 

Soit une équation algébrique fx = o de degré p’; supposons que 
les p racines soient désignées par x,, en donnant à l'indice ۸ les p 
valeurs déterminées par la congruence A?’ = k (mod. p). 

Prenons une fonction quelconque rationnelle V des p” racines x}. 
Transformons cette fonction en substituant partout à l'indice & l'in- 
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dice (ak + by", a, b, r étant des constantes arbitraires'satisfaisant aux 


conditions de a = 1, bP” = b (mod. p) et de r entier. 

En donnant aux constantes a , b, r toutes les valeurs dont elles sont 
susceptibles, on obtiendra en tout p’(p’ — rjv manières de, permuter 
les racines entre elles par des substitutions de la forme [x;, Xira” |, 
et la fonction V admettra en général par ces substitutions p (p> = 1) v 
formes différentes. 

Admettons maintenant que l'équation proposée fx — o soit telle, 
que toute fonction des racines invariable par les p'( p” — 1)» permuta- 
tions que nous venons de construire, ait pour cela méme une valeur 
numérique rationnelle. 

On remarque que, dans ces circonstances, l'équation fax = o sera 
soluble par radicaux, et, pour parvenir à cette conséquence, il suffit 
d'observer que la valeur substituée à &, dans chaque indice, peut se 
mettre sous les trois formes 


(ak + by" = [a (k + b') P Hath! + b" = a! (kb y. 


Les personnes habituées à la théorie des équations le verront sans 
peine. 

Cette remarque aurait peu d'importance si je n'étais parvenu à dé- 
montrer que, réciproquement, une équation primitive ne saurait 
être soluble par radicaux, à moins de satisfaire aux conditions que je 
viens d'énoncer. (J'excepte les équations du neuvieme et du vingt- 
cinquieme degré.) 

Ainsi, pour chaque nombre de la forme p', on pourra former un 
groupe de permutations tel, que tonte fonction des racines inva- 
riable par ces permutations devra admettre une valeur rationnelle 
quand l'équation de degré p, sera primitive et soluble par radicaux. 

D'ailleurs , il n'y a que les équations d'un pareil degré p” qui soient 
à la fois primitives et solubles par radicaux. 

Le théoreme général que je viens d'énoncer précise et développe les 
conditions que j'avais données dans le Bulletin du mois d'avril. ll in- 
dique le moyen de former une fonction des racines dont la valeur sera 
rationnelle, toutes les fois que l'équation primitive de degré p” sera so- 
luble par radicaux , et mene, par conséquent , aux caractéres de réso- 
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lubilité de ces équations, par des calculs sinon praticables, du moins 
qui sont possibles en théorie. 

Il est à remarquer que, dans le cas où y = i, les diverses valeurs de k 
ne sont autre chose que la suite des nombres entiers. Les substitutions 
de la forme (£p, x,x,4) seront au nombre de p( p — 1). 

La fonction qui, dans le cas des équations solubles par radicaux, 
doit avoir une valeur rationnelle, dépendra, en général, d'une équa- 
tion de degré 1.2.3...(p — 2), àlaquelle il faudra, par conséquent , 
appliquer la méthode des racines rationnelles. 
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AA EVE AAA VAS OU AAA AA AAA AA AAA AAT AA NATAL LAT NATAT ERO URE A AAA A VE ME AAA AAT AAA AAA 


Lettre de Galois à M. Auguste Chevalier CE 


{ Insérée en 1832 dans la Revue encyclopédique, numéro de septembre, page 568.) 


Mon cher ami, 


J'ai fait en analyse plusieurs choses nouvelles. 

Les unes concernent la théorie des équations; les autres, les fonc- 
tions intégrales. 

Dans la théorie des équations, j'ai recherché dans quels cas les 
équations étaient résolubles par des radicaux, ce qui m'a donné oc- 
casion d'approfondir cette théorie, et de décrire toutes les transforma- 
tions possibles sur une équation, lors méme qu'elle n'est pas soluble 
par radicaux. 

On pourra faire avec tout cela trois Mémoires. 

Le premier est écrit, et, malgré ce qu'en a dit Poisson, je le main- 
tiens, avec les corrections que j'y ai faites. 

Le second contient des applications assez curieuses de la théorie des 
équations. Voici le résumé des choses les plus importantes : 

D'après les propositions 11 et HI du premier Mémoire, on voit 
une grande différence entre adjoindre à une équation une des racines 
d'une équation auxiliaire ou les adjoindre toutes. 

Dans les deux cas, le groupe de l'équation se partage par l'adjone:tion 
en groupes tels, que l'on passe de l'un à l'autre par une méme sulbsti- 
tution; mais la condition que ces groupes aient les mémes substitutions 
n'a lieu certainement que dans le second cas. Cela s'appelle /a décom- 
position propre. 

En d'autres termes, quand un groupe G en contient un autre H, le 
groupe G peut se partager en groupes, que l’on obtienit chacun en 
opérant sur les permutations de H une méme substitution; en sorte 


[*] Écrite, on se le rappelle, la veille de la mort de l'auteur. (J. L.) 
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que 
G =H + HS + AS’ +...: 


Et aussi il peut se décomposer en groupes qui ont tous les mémes 
substitutions , en sorte que 


G = H + TH + T'H-^.... 


Ces deux genres de décompositions ne coïncident pas ordinaire- 
ment. Quand ils coincident, la décomposition est dite propre. 

Il est aisé cle voir que, quand le groupe d'une équation n'est suscep- 
tible d'aucune décomposition propre , on aura beau transformer cette 
équation, les groupes des équations transformées auront toujours le 
méme nombre de permutations. 

Au contraire, quand le groupe d'une équation est susceptible d'une 
décomposition propre, en sorte qu'il se partage en M groupes de N per- 
mutations, on pourra résoudre l'équation donnée au moyen de deux 
équations : l'une aura un groupe de M permutations, l'autre un de N 
permutations. 

Lors donc qu'on aura épuisé sur le groupe d'une équation tout ce 
qu'il y a de décompositions propres possibles sur ce groupe, on arri- 
vera à des groupes qu'on pourra transformer, mais dont les permuta- 
tions seront toujours en méme nombre. 

Si ces groupes ont chacun un nombre premier de permutations, 
l'équation sera soluble par radicaux; sinon , non. 

Le plus petit nombre de permutations que puisse avoir un groupe 
indécomposable, quand ce nombre n'est pas premier, est 5.4.3. 

2°. Les décompositions les plus simples sont celles qui ont lieu par 
la méthode de M. Gauss. 

Comme ces décompositions sont évidentes, méme dans la forme ac- 
tuelle du groupe de l'équation, il est inutile de s'arrêter longtemps 
sur cet objet. 

Quelles décompositions sont praticables sur une équation qui ne se 
simplifie pas par la méthode de M. Gauss? 

J'ai appelé primitives les équations qui ne peuvent se simplifier par 
la méthode de M. Gauss; non que ces équations soient réellement in- 
décomposables, puisqu'elles peuvent méme se résoudre par radicaux. 


G, 4 
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Comme lemme à la théorie des équations primitives solubles par ra- 
dicaux , j'ai mis en juin 1830, dans le Bulletin de Férussac, une ana- 
lyse sur les imaginaires dela théorie des nombres. 

On trouvera ci-jointe [*] la démonstration des théorèmes suivants : 

1°. Pour qu'une équation primitive soit soluble par radicaux, elle 
doit être du degré p”, p étant premier. 

2°. ‘Toutes les permutations d'une pareille équation sont de la forme 


Xk, i,m... Cn diii deii a' k4- Ul L- c'm- راب‎ a" ke 9 


k, l, m,... étant v indices, qui, prenant chacun p valeurs, indiquent 
toutes les racines. Les indices sont pris suivant le module p; c'est-à-dire 
que la racine sera la méme quand on ajoutera à l'un des indices un 
multiple de p. 

Le groupe qu'on obtient en opérant toutes les substitutions de cette 
forme linéaire contient, en tout, 


pp —1)(p’ — p)...(pr — p’—") permutations. 


Il s'en faut que dans cette généralité les équations qui lui répondent 
soient solubles par radicaux. 

La condition que j'ai indiquée dans le Builetin de Férussac pour que 
l'équation soit soluble par radicaux est trop restreinte; il y a peu d'ex- 
ceptions, mais il y en a. 

La derniere application de la théorie des équations est relative aux 
équations modulaires des fonctions elliptiques. 

On sait que le groupe de l'équation qui a pour racines les sinus de 
l'amplitude des p* — : divisions d'une période est celui-ci : 


Xd Lak+bl | ck+dl3 
par conséquent l'équation modulaire correspondante aura pour groupe 


X k 9 JC ak+bl و‎ 


1 ck+dl 


k ۲ 
dans laquelle 7 peut avoir les p + 1 valeurs 


€, O, I, 2,.., p — I. 


[*} Galois parle des manuscrits, jusqu'ici inédits, que nous publions. (J. L.) 
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Ainsi, en convenant que Á peut être infini, on peut écrire simplement 


Bey Xak+6- 
ck--d 


En donnant à a, ^, c, d toutes les valeurs, on obtient 
(p+ 1) p( p — 1) permutations. 


Or ce groupe se décompose proprement en deux groupes, dont les 
substitutions sont 
X k 3 X و وبا‎ 


ck+d 
ad — be étant un résidu quadratique de p. 
Le groupe ainsi simplifié est de 


(p+1) p = permutations. 


Mais il est aisé de voir qu'il n'est plus décomposable proprement, à 
moins que p — 2, ou p — 3. 

Ainsi, de quelque manière que l'on transforme l'équation, son 
groupe aura toujours le méme nombre de permutations. 

Mais il est curieux de savoir si le degré peut s'abaisser. 

Et d'abord il ne peut s'abaisser plus bas que p, puisqu'une équation 
de degré moindre que p ne peut avoir p pour facteur dans le nombre 
des permutations de son groupe. 

Voyons donc si l'équation de degré p + 1, dont les racines x, s'in- 
diquent en donnant à ۸ toutes les valeurs, y compris l'infini, et dont 
le groupe a pour substitutions 


X k 7 X ak-+b s 
ch--d 


ad — bc étant un carré, peut s'abaisser au degré p. 
Or il faut pour cela que le groupe se décompose (improprement, 


3 ( p—i : 
s'entend) en p groupes de (p + 1) — ~ permutations chacun. 
Soient o et oc deux lettres conjointes dans l'un de ces groupes. Les 


substitutions qui ne font pas changer o et œ de place seront de la 


forme 
2 Lin? ke 


4. 
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Donc si M est la lettre conjointe de 1, la lettre conjointe de m? sera 
m? M. Quand M est un carré, on aura donc M? = 1. Mais cette simpli- 
fication ne peut avoir iieu que pour p — 5. 


por I : ` 
Pour p — 7 on trouve un groupe de (p + 1) -— permutations, ou 


do ra 
ont respectivement pour lettres conjointes 
o 3 6.5. 
Ce groupe a ses substitutions de la forme 


X k 4 X e, 


b étant la lettre conjointe de c, et a une lettre qui est résidu ou non 
résidu en même temps que c. 

Pour p = 11, les mêmes substitutions auront lieu avec les mêmes 
notations , 


ü 1 3.4.5 9 
ayant respectivement pour conjointes 
o 2 6 8 10 7. 


Ainsi, pour les cas de p — 5, 7, 11, l'équation modulaire s'abaisse au 
degré p. 

En toute rigueur, cette réduction n'est pas possible dans les cas 
plus élevés. 

Le troisieme Mémoire concerne les intégrales. 

On sait qu'une somme de termes d'une méme fonction elliptique se 
réduit toujours à un seul terme, plus des quantités algébriques ou loga- 
rithmiques. 

I] n'y a pas d'autres fonctions pour lesquelles cette propriété ait lieu. 

Mais des propriétés absolument semblables y suppléent dans toutes 
les intégrales de fonctions algébriques. 

On traite à la fois toutes les intégrales dont la différentielle est une 
fonction de la variable et d'une méme fonction irrationnelle de la va- 
riable , que cette irrationnelle soit ou ne soit pas un radical, qu'elle 
s'exprime ou ne s'exprime pas par des radicaux. 
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On trouve que le nombre des périodes distinctes de l'intégrale la 
plus générale relative à une irrationnelle donnée est toujours un nombre 
pair. 

Soit 27 ce nombre, on aura le théorème suivant : 

Une somme quelconque de termes se réduit à z termes, plus des 
quantités algébriques et logarithmiques. 

Les fonctions de première espèce sont celles pour lesquelles la partie 
algébrique et logarithmique est nulle. 

Il y ena z distinctes. 

Les fonctions de seconde espèce sont celles pour lesquelles la partie 
complémentaire est purement algébrique. 

Il y en a z distinctes. 

On peut supposer que les différentielles des autres fonctions ne soient 
jamais infinies qu'une fois pour x —a, et, de plus, que leur partie com- 
plémentaire se réduise à un seul logarithme, log P, P étant une quan- 
tité algébrique. En désignant par II (x, a) ces fonctions, on aura le 
théoréme 


II (x, a) — 11 (a, x) = Soave, 


ga et yx étant des fonctions de première et de seconde espece. 
On en déduit, en appelant II (a) et 4 les périodes de II (x, a) et vx 
relatives à une méme révolution de x, 


IT (a) = 2 با‎ x ۰ 


Ainsi les périodes des fonctions de troisième espèce s'expriment tou- 
jours en fonctions de première et de seconde espèce. 
On peut en déduire aussi des théorèmes analogues au théorème de 


Legendre 
FE’ + EF’ — FF’ =". 


La réduction des fonctions de troisième espèce a des intégrales défi- 
nies, qui est la plus belle découverte de M. Jacobi, n'est pas prati- 
cable, hors le cas des fonctions elliptiques. 

La multiplication des fonctions intégrales par un nombre entier est 
toujours possible, comme l'addition, au moyen d'une équation de 
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degré n dont les racines sont les valeurs a substituer dans l'intégrale 
pour avoir les termes réduits. 
L’équation qui donne la division des périodes en arties égales est 
q q P PP 8 
du degré p?" — r. Son groupe a en tout 
(p*" = 1) (p?* = p)...(p*" = p?"-*) permutations. 


L'équation qui donne la division d'une somme de n termes en p 
parties égales est du degré p?". Elle est soluble par radicaux. 

De la transformation. On peut d'abord, en suivant des raisonnements 
analogues à ceux qu'Abel a consignés dans son dernier Mémoire, dé- 
montrer que si, dans une méme relation entre des intégrales, on a les 
deux fonctions 


f9(x,X)d»z, fW(y,Y)dy, 


la dernière intégrale ayant 272 périodes, il sera permis de supposer 
que y et Y s'expriment moyennant une seule équation de degré n en 
fonction de x et de X. 

D'après cela on peut supposer que les transformations aient lieu 
constamment entre deux intégrales seulement, puisqu'on aura évidem- 
ment, en prenant une fonction quelconque rationnelle de y et de Y, 

Xff(y,Y)dy = fF (x, X) dx + une quant. alg. et log. 

Il y aurait sar cette équation des réductions évidentes dans le cas 
ou les intégrales de l'un et de l'autre membre n'auraient pas toutes 
deux le méme nombre de périodes. 

Ainsi nous n'avons à comparer que des intégrales qui aient toutes 
deux le méme nombre de périodes. 

On démontrera que le plus petit degré d'irrationnalité de deux pa- 
reilles intégrales ne peut étre plus grand pour l'une que pour l'autre. 

On fera voir ensuite qu'on peut toujours transformer une intégrale 
donnée en une autre dans laquelle une période de la premiere soit di- 
visée par le nombre premier p, et les 32 — 1 autres restent les mémes. 

Il ne restera donc à comparer que des intégrales où les périodes 
seront les mêmes de part et d'autre, et telles par conséquent que x 
termes de l’une s'expriment sans autre équation qu'une seule du 
degré n, au moyen de ceux de l'autre, et réciproquement. Ici nous 


ne savons rien. 
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/ 


Tu sais, mon cher Auguste, que ces sujets ne sont pas les seuls que 
jaie explorés. Mes principales méditations, depuis quelque temps, 
étaient dirigées sur l'application à l'analyse transcendante de la théorie 
de l'ambiguité. ۲۱ s'agissait de voir à priori, dans une relation entre 
des quantités ou fonctions transcendantes , quels échanges on pouvait 
faire, quelles quantités on pouvait substituer aux quantités données , 
sans que la relation püt cesser d'avoir lieu. Cela fait reconnaitre de 
suite l'impossibilité de beaucoup d'expressions que l'on pourrait cher- 
cher. Mais je n'ai pas le temps, et mes idées ne sont pas encore bien 
développées sur ce terrain, qui est immense. 

Tu feras imprimer cette Lettre dans la Revue encyclopédique. 

Je me suis souvent hasardé dans ma vie à avancer des propositions 
dont je n'étais pas sür; mais tout ce que j'ai écrit là est depuis bientót un 
an dans ma tête, et il est trop de mon intérêt de ne pas me tromper 
pour qu'on me soupconne d'avoir énoncé des théorémes dont je n'au- 
rais pas la démonstration complete. 

Tu prieras publiquement Jacobi ou Gauss de donner leur avis, non 
sur la vérité, mais sur l'importance des théoremes. 

Apres cela, il y aura, j'espère, des gens qui trouveront leur profit 
à déchiffrer tout ce gachis. 


Je t'embrasse avec effusion. 


E. GALOIS. 


Le 29 mai 1832. 


Note de ۱۲. ۸۰ 


En insérant dans leur Recueil la Lettre qu'on vient de lire[*], les 
éditeurs de la Revue encyclopédique annonçaient qu'ils publieraient 
prochainement les manuscrits laissés par Galois. Mais cette promesse 


(*] Nous avons déjà dit qu'une Notice nécrologique sur Galois (par M Auguste Che- 
valier) a paru dans le méme numéro ( page 774). 
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n'a pas été tenue. M. Auguste Chevalier avait cependant préparé le tra- 
vail. Il nous a remis et on trouvera dans les feuilles qui vont suivre : 
1°. Un Mémoire entier sur les conditions de résolubilité des équa- 
tions par radicaux, avec l'application aux équations de degré premier; 
2°. Un fragment d'un second Mémoire où Galois traite de la 
théorie générale des équations qu'il nomme primitives. 

Nous avons conservé la plupart des notes que M. Auguste Chevalier 
avait jointes aux Mémoires dont nous venons de parler. Ces notes 
sont toutes marquées des initiales A. Ch. Les notes non signées sont 
de Galois lui-méme. 

Nous compléterons cette publication par quelques autres morceaux 
extraits des papiers de Galois, et qui, sans avoir une grande impor- 
tance, pourront cependant encore étre lus avec intérét par les géo- 
metres. 
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AAA AAA AAA AA AAA UU VAA AA AAA AAA AAA AA VV UV AA 1/0 AAA AAA AAA AA MAA UA AAA MW 


MÉMOIRE 


Sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux. 


Le Mémoire ci-joint [*] est extrait d'un ouvrage que j'ai eu l'honneur 
de présenter à l'Académie il y a un an. Cet ouvrage n'ayant pas été 
compris, les propositions qu'il renferme ayant été révoquées en doute, 
jai du me contenter de donner, sous forme synthétique, les principes 
généraux , et une seule application de ma théorie. Je supplie mes juges 
de lire du moins avec attention ce peu de pages. 

On trouvera ici une condition générale à laquelle satisfait toute 
équation soluble par radicaux, et qui réciproquement assure leur réso- 
lubilité. On en fait l'application seulement aux équations dont le degré 
est un nombre premier. Voici le théorème donné par notre analyse : 

« Pour qu'une équation de degré premier, qui n'a pas de diviseurs 
» commensurables, soit soluble par radicaux, il faut et il suffit que 
» toutes les racines soient des fonctions rationnelles de deux quelcon- 
» ques d'entre elles. » 

Les autres applications de la théorie sont elles-mémes autant de 
théories particuliéres. Elles nécessitent d'ailleurs l'emploi de la théorie 
des nombres, et d'un algorithme particulier : nous les réservons pour 
une autre occasion. Elles sont en partie relatives aux équations modu- 
laires de la théorie des fonctions elliptiques, que nous démontrons ne 
pouvoir se résoudre par radicaux. 


Ce 16 janvier 1831. 


E. Ga ois. 


[*] J'ai jugé convenable de placer en tête de ce Mémoire la préface qu'on va lire, bien 
que je l'aie trouvée biffée dans le manuscrit. A Cmn. 


G. 5 
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PRINCIPES. 


Je commencerai par établir quelques définitions et une suite de 
lemmes qui sont tous connus. 


Définitions. Une équation est dite réductible quand elle admet des 
diviseurs rationnels; irréductible dans le cas contraire. 

I] faut ici expliquer ce qu'on doit entendre par le mot rationnel, 
car il se représentera souvent. 

Quand l'équation a tous ses coefficients numériques et rationnels, 
cela veut dire simplement que l'équation peut se décomposer en fac- 
teurs qui aient leurs coefficients numériques et rationnels. . 

Mais quand les coefficients d'une équation ne seront pas tous numé- 
riques et rationnels, alors il faudra entendre par diviseur rationnel 
un diviseur dont les coefficients s'exprimeraient en fonction rationnelle 
des coefficients de la proposée, en général par quantité rationnelle, une 
quantité qui s'exprime en fonction rationnelle des coefficients de la 
proposée. 

Il y a plus: on pourra convenir de regarder comme rationnelle 
toute fonction rationnelle d'un certain nombre de quantités détermi- 
nées, supposées connues à priori. Par exemple, on pourra choisir une 
certaine racine d'un nombre entier, et regarder comme rationnelle 
toute fonction rationnelle de ce radical. 

Lorsque nous conviendrons de regarder ainsi comme connues de 
certaines quantités, nous dirons que nous les adjoignons à l'équation 
qu'il s'agit de résoudre. Nous dirons que ces quantités sont adjointes 
à l'équation. 

Cela posé, nous appellerons rationnelle toute quantité qui s'exprimera 
en fonction rationnelle des coefficients de l'équation et d'un certain 
nombre de quantités adjointes à l'équation et convenues arbitrairement. 

Quand nous nous servirons d'équations auxiliaires, elles seront ra- 
tionnelles, si leurs coefficients sont rationnels en notre sens. 

On voit, au surplus, que les propriétés et les difficultés d'une équa- 
tion peuvent étre tout à fait différentes suivant les quantités qui lui 
sont adjointes. Par exemple, l'adjonction d'une quantité peut rendre 
réductible une équation irréductible. 
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Ainsi. quand on adjoint a l'équation 


— 0, où n est premier, 


une racine d'une des équations auxiliaires de M. Gauss , cette équation 
se décompose en facteurs, et devient par conséquent réductible. 

Les substitutions sont le passage d'une permutation à l'autre. 

La permutation d’où l'on part pour indiquer les substitutions est 
toute arbitraire, quand il s'agit de fonctions; car il n'y a aucune raison 
pour que , dans une fonction de plusieurs lettres , une lettre occupe un 
rang plutót qu'un autre. 

Cependant, comme on ne peut guère se former l'idée d'une substi- 
tution sans se former celle d'une permutation, nous ferons dans le lan- 
gage un emploi fréquent des permutations, et nous ne considérerons 
les substitutions que comme le passage d'une permutation à une autre. 

Quand. nous voudrons grouper des substitutions, nous les ferons 
toutes provenir d'une mérae permutation. 

Comme il s'agit toujours de questions où la disposition primitive 
des lettres n'influe en rien dans les groupes que nous considérerons , 
on devra avoir les mémes substitutions , quelle que soit la permutation 
d'oü l'on sera parti. Donc, si dans un pareil groupe on a les substitu- 
tions S et T, on est sür d'avoir la substitution ST. 

Telles sont les définitions que nous avons cru devoir rappeler. 


Lemme I. « Une équation irréductible ne peut avoir aucune ra- 
» cine commune avec une équation rationnelle, sans la diviser. » 


Car le plus grand commun diviseur entre l'équation irréductible 
et l'autre équation, sera encore rationnel; donc, etc. 


Lemme Il. « Étant donnée une équation quelconque, qui n'a pas 
> de racines égales, dont les racines sont a, b, c,..., on peut tou- 
jours former une fonction V des racines , telle qu'aucune des valeurs 
que l'on obtient en permutant dans cette fonction les racines de 
toutes manières, ne soient égales. » 

Par exemple, on peut prendre 


Y 


LJ 


x 


V=Aa+Bb+Cc+...., 


A, B, C étant des nombres entiers convenablement choisis. 
5. 
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Lemme III. « La fonction V étant choisie comme il est indiqué 
» dans l'article précédent, elle jouira de cette propriété, que toutes 
» les racines de l'équation proposée s'exprimeront rationnellement en 
fonction de V. » . 
£n effet, soit 
Y= وهای‎ 64: d...) 


ou bien 
V eiu ey cy ay. c) 0, 


Multiplions entre elles toutes les équations semblables , que l'on ob- 
tient en permutant dans celles-ci toutes les lettres , la premiere seule- 
ment restant fixe; il viendra une expression suivante : 


[V— ola; 5,c,d,...)][V— 9(a, c, 5,d,..)] [V—9(a. 5, d, c,...]..., 


symétrique en b, c, d ,..., laquelle pourra par conséquent s'écrire en 
fonction de a. Nous aurons donc une équation de la forme 


EC a) =o: 


Or je dis que de là on peut tirer la valeur de a. Il suffit pour cela de 
chercher la solution commune à cette équation et à la proposée. Cette 
solution est la seule commune, car on ne peut avoir, par exemple, 


PW, b) = 0, 


cette équation ayant un facteur commun avec l'équation semblable, 
sans quoi l'une des fonctions c (a, ...) serait égale à l'une des fonc- 
tions 9(b, ...); ce qui est contre l'hypothèse. 

Il suit de là que a s'exprime en fonction rationnelle de V, et il en 


est de méme des autres racines. 
Cette proposition [* ] est citée sans démonstration par Abel , dans le 


Mémoire posthume sur les fonctions elliptiques. 


Lemme IV. « Supposons que l'on ait formé l'équation en V, et 


[*] Il est remarquable, que de cette proposition on peut conclure que toute équa- 
tion dépend d'une équation auxiliaire telle, que toutes les racines de cette nouvelle 
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» que l’on ait pris l’un de ses facteurs irréductibles, en sorte que V 
» soit racine d’une équation irréductible. Soient V, V’, V’,... les ra- 
» cines de cette équation irréductible. Si a = f ( V) est une des racines 
» dela proposée, f( V') de méme sera une racine de la proposée. » 


En effet, en multipliant entre eux tous les facteurs de la forme 
V— ۵ به)‎ b. c, ..., d), où l'on aura opéré sur les lettres toutes les 
permutations possibles, on aura une équation rationnelle en V, la- 
quelle se trouvera nécessairement divisible par l'équation en ques- 
tion; donc V' doit s'obtenir par l'échange des lettres dans la fonction V. 
Soit F(V, a) — 0 l'équation qu'on obtient en permutant dans V toutes 
les lettres, hors la première. On aura donc F(V', bj — o, b pou- 
vant étre égal à a, mais étant certainement l'une des racines de l'équa- 
tion proposée; par conséquent, de méme que de la proposée et de 
F (V, a) — 0 est résulté a = f (V), de méme il résultera de la pro- 
posée et de F (V', b) = o combinées, la suivante b = f (V^). 


PROPOSITION I. 


TuéorèmE. « Soit une équation donnée, dont a, b,c, ... sont les 
» m racines. Il y aura toujours un groupe de permutations des lettres 
» a, b, c,... qui jouira de la propriété suivante : 

» 1°. Que toute fonction des racines, invariable [*] par les substi- 
» tutions de ce groupe, soit rationnellement connue ; 

» 2°. Réciproquement, que toute fonction des racines, déterminable 
» rationnellement و‎ soit invariable par les substitutions. » 


équation soient des fonctions rationnelles les unes des autres; car l'équation auxiliaire 
en V est dans ce cas. 

Au surplus, cette remarque est purement curieuse. En effet, une équation qui a 
cette propriété n'est pas و‎ en général و‎ plus facile à résoudre qu'une autre. 

[*] Nous appelons ici invariable non-seulement une fonction dont la forme est 
invariable par les substitutions des racines entre elles, mais encore celle dont la valeur 
numérique ne varierait pas par ces substitutions. Par exemple, si Fz— 0 est une équa- 
tion, Ex est une fonction des racines qui ne varie par aucune permutation. 

Quand noas disons qu'une fonction est rationnellement connue, nous voulons dire 
que sa valeur numérique est exprimable en fonction rationnelle des coefficients de lé- 
quation et des quantités adjointes. 
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( Dans le cas des équations algébriques, ce groupe n'est autre chose 
que l'ensemble des 1.2.3.... m permutations possibles sur les m 
lettres, puisque, dans ce cas, les fonctions symétriques sont seules 


déterminables rationnellement. ) 
a^ —1 


ed | 


(Dans le cas de l'équation =o, sil'on suppose a — r, b— r£, 


2 , ۰ ۰ و و‎ ۰ 
€ — r$ ,..., g étant une racine primitive, le groupe de permutations 
sera simplement celui-ci : 


hE وا‎ > E 
Vn را‎ une R 
adi ok RE Lê «ARAB 
kabir i Bee chs 


dans ce cas particulier, le nombre des permutations est égal au degré 
de l'équation, et la méme chose aurait lieu dans les équations dont 
toutes les racines seraient des fonctions rationnelles les unes des 
autres.) 


DimoNsTRATION. Quelle que soit l'équation donnée, on pourra 
trouver une fonction rationnelle V des racines, telle que toutes les 
racines soient fonctions rationnelles de V. Cela posé, considérons l'équa- 
tion irréductible dont V est racine ( lemmes III et IV). Soient V, V’, 
V',..., V”- les racines de cette équation. 

Soient $V, 9,V, qg,V,..., Qm—sV les racines de la proposée. 

Écrivons les z permutations suivantes des racines 

( V.) qV, 9, V, و 9-۷ و۰ ولا و‎ 
(V^) ev’, q,V', PaV',: EE Yiu N a 
(V) | ۳, «V, V... — Qm iV", 


(Ve) 0۷ ۳, even", paV "9, وت‎ qu Ve; 
je dis que ce groupe de permutations jouit de la propriété énoncée. 


En effet, 1? toute fonction F des racines, invariable par les substi- 
tutions de ce groupe, pourra être écrite ainsi: F = (V, et l'on aura 


DV. m NS map Y" mue mp V, 


La valeur de F pourra donc se déterminer rationnellement. 
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Réciproquement. Si une fonction F est déterminable rationnel- 
lement, et que l’on pose F = 4V, on devra avoir 


pV = dW = dW =... = ,۷ل‎ 


puisque l'équation en V n'a pas de diviseur commensurable et que V 
satisfait à l'équation F = WV, F étant une quantité rationnelle. Donc 
la fonction F sera nécessairement invariable par les substitutions du 
groupe écrit ci-dessus. 

Ainsi, ce groupe jouit de la double propriété dont il s'agit dans le 
théorème proposé. Le théorème est donc démontré. 

Nous appellerons groupe de l'équation le groupe en question. 

Scolie 1. Il est évident que dans le groupe de permutations dont il 
s'agit ici, la disposition des lettres n'est point à considérer, mais seule- 
ment les substitutions de lettres par lesquelles on passe d'une permu- 
tation à l'autre. 

Ainsi l'on peut se donner arbitrairement une première permutation, 
pourvu que les autres permutations s'en déduisent toujours par les 
mêmes substitutions de lettres. Le nouveau groupe ainsi formé jouira 
évidemment des mêmes propriétés que le premier, puisque dans le 
théorème précédent, il ne s'agit que des substitutions que l'on peut 
faire dans les fonctions. 

Scolie 2. Les substitutions sont indépendantes même du nombre 
des racines. 


PROPOSITION ۰ 


Tuvorime [*]. « Si l'on adjoint à une équation donnée la racine r 


[*] Dans l'énoncé du théoréme, aprés ces mots: « la racine r d'une équation auxi- 
liaire irréductible, » Galois avait mis d'abord ceux-ci : « de degré p premier, » qu'il 
a effacés plus tard. De méme, dans la démonstration , au dg de a ry r', r^,.,. étant 
d'autres valeurs de r, » la rédaction primitive portait: « r, r^, 7^,... étant les diverses 
valeurs de r. » Enfin on trouve à la marge du manuscrit la note suivante de l'auteur : 

« Il y a quelque chose à compléter dans cette démonstration. Je n'ai pas le temps. » 

Cette ligne a été jetée avec une grande rapidité sur le papier ; circonstance qui, jointe 
aux mots: « Je n'ai pas le temps » , me fait penser que Galois a relu son Mémoire pour 
le corriger avant d'aller sur le terrain. A. Cu, 
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» d'une équation auxiliaire irréductible , 1° il arrivera de deux choses 
» l'une : ou bien le groupe de l'équation ne sera pas changé, ou bien 
» il se partagera en p groupes appartenant chacun à l'équation pro- 
» posée respectivement quand on lui adjoint chacune des racines de 
» l'équation auxiliaire; 2? ces groupes jouiront de la propriété re- 
» marquable, que l'on passera de l'unà l'autreen opérant dans toutes 
» les permutations du premier une méme substitution de lettres. » 

1°. Si, après l'adjonction de r, l'équation en V, dont il est question 
plus haut, reste irréductible, il est clair que le groupe de l'équation 
ne sera pas changé. Si, au contraire, elle se réduit, alors l'équation en 
V se décomposera en p facteurs, tous de méme degré et de la forme 


Ay pod < S (N. t yx, rx es 


r, r', r", ... étant d'autres valeurs de r. Ainsi le groupe de l'équation 
proposée se décomposera aussi en groupes chacuri d'un méme nombre 
de permutations, puisqu'à chaque valeur de V correspond une permu- 
tation. Ces groupes seront respectivement ceux de l'équation proposée, 
quand on lui adjoindra successivement r, r’, r^,... 

2°. Nous avons vu plus haut que toutes les valeurs de V étaient des 
fonctions rationnelles les unes des autres. D'apres cela, supposons que 
V étant une racine de f(V, r) — o, F(V) ensoit une autre; il est clair 
que de méme si V’ est une racine de f(V, 7’) = o, F(V’) en sera une 
autre; car l'on aura 


J [F (V), r] = une fonction divisible par f (V, r). 
Donc (/emme 1) 
J [TF (V^), r'] = une fonction divisible par /(V’, r”). 


Cela posé, je dis que l'on obtient le groupe relatif à r’ en opérant 
partout dans le groupe relatif à r une méme substitution de lettres. 
En effet, si l'on a, par exemple, 


g,F(V) = eV), 


on aura encore (lemme 1) 


(V').‏ ,9 = (۷) م9 
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Donc, pour passer de la permutation [F(V)] à la permutation [F (V')], 
il faut faire la même substitution que pour passer de la permutation (V) 
à la permutation ( V^). 


Le théoreme est donc démontré. 


PROPOSITION III. 


Tutorime. « Si l'on adjoint à une équation toutes les racines d'une 
» équation auxiliaire, les groupes dont il est question dans le théo- 
» reme II jouiront de plus de cette propriété, que les substitutions sont 
» les mémes dans chaque groupe. » 

On trouvera la démonstration [*]. 


PROPOSITION IV. 


Tufonkwr. « Si l'on adjoint à une équation la valeur numérique 
» d'une certaine fonction de ses racines, le groupe de l'équation 
» S'abaissera de manière à n'avoir plus d'autres permutations que 
» celles par lesquelles cette fonction est invariable. » 

En effet, d’après la proposition I, toute fonction connue doit être 
invariable par les permutations du groupe de l'équation. 


(*] Dans le manuscrit, l'énoncé du théorème qu'on vient de lire se trouve en marge 
el en remplace un autre que Galois avait écrit avec sa démonstration sous le méme titre : 
Proposition TIT. Voici le texte primitif : THéoRÈME. « Si l'équation en r est de la forme 
» rP = A, et que les racines p*"* de l'unité se trouvent au nombre des quantités précé- 
» demment adjointes , les p groupes dont il est question dans le théorème II jouiront 
» de plus de cette propriété, que les substitutions de lettres par lesquelles on passe 
» d'une permutation à une autre dans chaque groupe soient les mémes pour tous les 
» groupes. » En effet , dans ce cas, il revient au méme d'adjoindre à l'équation telle ou 
telle valeur de r. Par conséquent و‎ ses propriétés doivent être les mêmes après l'adjonc- 
tion de telle ou telle valeur. Ainsison groupe doit étre le méme quant aux substitutions 
(Proposition I, scolie). Donc, etc. 

Tout cela est effacé avec soin; le nouvel énoncé porte la date 1832, et montre, par la 
maniére dont il est écrit, que l'auteur était extrémement presse, ce qui confirme l'as- 
sertion que j'ai avancée dans la note précédente. A. Cu, 


G. 6 
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PROPOSITION ۰ 


Prosrime. « Dans quels cas une équation est-elle soluble par de 
» simples radicaux? » 

J'observerai d'abord que, pour résoudre une équation, il faut suc- 
cessivement abaisser son groupe jusqu'à ne contenir plus qu'une seule 
permutation. Car, quand une équation est résolue , une fonction quel- 
conque de ses racines est connue, méme quand elle n'est invariable par 
aucune permutation. 

Cela posé, cherchons à quelle condition doit satisfaire le groupe 
d'une équation, pour qu'il puisse s'abaisser ainsi par l'adjonction de 
quantités radicales. 

Suivons la marche des opérations possibles dans cette solution, en 
considérant comme opérations distinctes l'extraction de chaque racine 
de degré premier. 

Adjoignons à l'équation le premier radical extrait dans la solution. 
Il pourra arriver deux cas : ou bien, par l'adjonction de ce radical , le 
groupe des permutations de l'équation sera diminué; ou bien, cette 
extraction de racine n'étant qu'une simple préparation, le groupe res- 
tera le méme. 

Toujours sera-t-il qu'après un certain nombre fini d'extractions de 
racines, le groupe devra se trouver diminué, sans quoi l'équation ne 
serait pas soluble. 

Si, arrivé à ce point, il y avait plusieurs manieres de diminuer le 
groupe de l'équation proposée par une simple extraction de racine, il 
faudrait, pour ce que nous allons dire, considérer seulement un ra- 
dical du degré le moins haut possible parmi tous les simples radicaux , 
qui sont tels que la connaissance de chacun d'eux diminue le groupe 
de l'équation. 

Soit donc p le nombre premier qui représente ce degré minimum , en 
sorte que par une extraction de racine de degré p, on diminue le 
groupe de l'équation. 

Nous pouvons toujours supposer, du moins pour ce qui est relatif 
au groupe de l'équation , que parmi les quantités adjointes précédem- 
ment à l'équation se trouve une racine p*”* de l'unité, x. Car, comme 
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cette expression s'obtient par des extractions de racines de degré in- 
férieur à p. sa connaissance n'altérera en rien le groupe de l'équation. 

Par conséquent, d'apres les théorèmes IT et III, le groupe de l'équa- 
tion devra se décomposer en p groupes jouissant les uns par rapport aux 
autres de cette double propriété : 1° Que l'on passe de l'un à l'autre 
par une seule et méme substitution; 2° que tous contiennent les mémes 
substitutions. 

Je dis réciproquement, que si le groupe de l'équation peut se par- 
tager en p groupes qui jouissent de cette double propriété , on pourra, 
par une simple extraction de racine p^"*, et par l'adjonction de cette 
racine p^/"*, réduire le groupe de l'équation à l'un de ces groupes 
partiels. 

Prenons, en effet, une fonction des racines qui soit invariable pour 
toutes les substitutions de l'un des groupes partiels, et varie pour 
toute autre substitution. (Il suffit, pour cela, de choisir une fonction 
symétrique des diverses valeurs que prend, par toutes les permuta- 
tions de l'un des groupes partiels, une fonction qui n'est invariable 
pour aucune substitution.) 

Soit 0 cette fonction des racines. 

Opérons sur la fonction ۵ une des substitutions du groupe total qui 
ne lui sont pas communes avec les groupes partiels. Soit 0, le résultat. 
Opérons sur la fonction 9, la méme substitution, et soit 9, le résultat, 
et ainsi de suite. 

Comme p est un nombre premier, cette suite ne pourra s'arréter 
qu'au terme 6, , و‎ ensuite l'on aura 9, = 0,, 0,,,—0,, et ainsi de suite. 

Cela posé, il est clair que la fonction 


(0 + a0, +270, +... + «9710, ,)P 


sera invariable par toutes les permutations du groupe total, et, par 
conséquent , sera actuellement connue. 

Si l'on extrait la racine p""* de cette fonction, et qu'on l'adjoigne 
à l'équation , alors, par la proposition IV, le groupe de l'équation ne 
contiendra plus d'autres substitutions que celles des groupes partiels. 

Ainsi, pour que le groupe d'une équation puisse s'abaisser par une 
simple extraction de racine, la condition ci-dessus est nécessaire et 
suffisante. 


6.. 
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Adjoignons à l'équation le radical en question; nous pourrons rai- 
sonner maintenant sur le nouveau groupe comme sur le précédent, et 
il faudra qu'il se décompose lui-même de la manière indiquée, et ainsi 
de suite, jusqu'à un certain groupe qui ne contiendra plus qu'une seule 
permutation. 

Scolie. Yl est aisé d'observer cette marche dans la résolution connue 
des équations générales du quatrieme degré. En effet, ces équations 
se résolvent au moyen d'une équation du troisiéme degré, qui exige 
elle-méme l'extraction d'une racine carrée. Dans la suite naturelle des 
idées, c'est donc par cette racine carrée qu'il faut commencer. Or, en ad- 
joignant à l'équation du quatrième degré cette racine carrée, le groupe 
de l'équation, qui contenait en tout vingt-quatre substitutions, se dé- 
compose en deux qui n'en contiennent que douze. En désignant par 
a, b, c, d les racines, voici l'un de ces groupes : 

abcd , acdb , adbc , 
badc , cabd , dacb , 
cdab , dbac , bcad , 


dcba , bdca , cbda. 


Maintenant ce groupe se partage lui-méme en trois groupes, comme 
il est indiqué aux théorèmes 11 et III. Ainsi, par l'extraction d'un seul 
radical du troisieme degré, il reste simplement le groupe 


abcd , 
bade , 
cdab, 
deba ; 


ce groupe se partage de nouveau en deux groupes: 


abcd, cdab, 
badc, dcba. 


Ainsi, apres une simple extraction de racine carrée , il restera 


abcd, 
bade; 
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ce qui se résoudra enfin par une simple extraction de racine carrée. 

On obtient ainsi, soit la solution de Descartes, soit celle d'Euler; 
car, bien qu’apres la résolution de l'équation auxiliaire du troisième 
degré, ce dernier extraye trois racines carrées, on sait qu'il suffit de 
deux , puisque la troisiéme s'en déduit rationnellement. 

Nous allons maintenant appliquer cette condition aux équations ir- 
réductibles dont le degré est premier. 


Application aux équations irréductibles de degré premier. 


PROPOSITION VI. 


Lemme. « Une équation irréductible de degré premier ne peut de- 
» venir réductible par l'adjonction d'un radical dont l'indice serait autre 
» que le degré méme de l'équation. » 


Car si r, r', r^,... sont les diverses valeurs du radical, et Fx = o 
l'équation proposée, il faudrait que Fx se partageât en facteurs 


die, nee (ne, ch 


tous de méme degré, ce qui ne se peut, à moins que f(a, r) ne soit 
du premier degré en x. 
Ainsi une équation irréductible de degré premier ne peut devenir 


réductible, à moins que son groupe ne se réduise à une seule per- 
mutation. 


PROPOSITION VII. 


PROBLÈME. « Quel est le groupe d'une équation irréductible d'un 
» degré premier n, soluble par radicaux? » 

D'aprés la proposition précédente, le plus petit groupe possible 
avant celui qui n'a qu'une seule permutation, contiendra 72 permuta- 
tions. Or un groupe de permutations d'un nombre premier z de lettres 
ne peut se réduire à z permutations, à moins que l'une de ces permu- 
tations ne se déduise de l'autre par une substitution circulaire de l'or- 
dre n. (Voir le Mémoire de M. Cauchy, Journal de l'École Polytech- 
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nique, xvii? cahier.) Ainsi l'avant-dernier groupe sera 


Los Hy, Hay Lagers Ln—zs Ana Fans 
Lys Los Lag Xa, Xn 25 Æn-is Los 
(G) bre sn Er Ds < Bis 


AS Los Lycos. Knas X 5-35 X n- 25 


Los Lis Lar ده‎ 5 Le, étant les racines. 

Maintenant, le groupe qui précédera immédiatement celui-ci dans 
l'ordre des décompositions devra se composer d'un certain nombre de 
groupes ayant tous les mémes substitutions que celui-ci. Or j'observe 
que ces substitutions peuvent s'exprimer ainsi: (Faisons en général 
Ly = Los Lyi, = Lys... il est clair que chacune des substitutions 
du groupe (G) s'obtient en mettant partout a la place de x,, بمب‎ 
c étant une constante.) 

Considérons l'un quelconque des groupes semblables au groupe (G). 
D’après le théorème I, il devra s'obtenir en opérant partout dans ce 
groupe une méme substitution; par exemple , en mettant partout dans 
le groupe (G), à la place de x,, x, f étant une certaine fonction. 

Les substitutions de ces nouveaux groupes devant étre les mémes 
que celles du groupe (G), on devra avoir 


f (k+ e) =f (k) + C, 


C étant indépendant de 4. 
Donc 


f (k + ac) =f (k) + aC, 


f (k + me) =f (k) 


*. p ۰ 


+ mC. 
Si c—1, k=0, on trouvera 
f (m) = am + b, 


ou bien 


f(k)—ak +b, 


a et b étant des constantes. 
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Donc le groupe qui précède immédiatement le groupe (G) ne devra 


contenir que des substitutions telles que 
Lx; Hak+b و‎ 


et ne contiendra pas, par conséquent, d’autre substitution circulaire 
que celle du groupe (G). 

On raisonnera sur ce groupe comme sur le précédent, et il s'en- 
suivra que le premier groupe dans l'ordre des décompositions, c'est- 
à-dire le groupe actuel de l'équation , ne peut contenir que des substi- 
tutions de la forme 

Ley Lak+b- 


Donc, « si une équation irréductible de degré premier est soluble 
? 

par radicaux, le groupe de cette équation ne saurait contenir que des 
substitutions de la forme 


Tk, X ak+b و‎ 
a et b étant des constantes. » 


Réciproquement, si cette condition a lieu, je dis que l'équation 
sera soluble par radicaux. Considérons, en effet , les fonctions 


(feet, + Xy À + +N 4 + < FU Xr S 
DELE WE,-- ax, H $ « + «+ X vua) = Xa 
(Xo + AH a+ WHat... < . < + "Xi ha)" = Xa, 


a étant une racine 7"? de l'unité, a une racine primitive de z. 

Il est clair que toute fonction invariable par les substitutions circu- 
laires des quantités X,, Xa, Xa: ,... sera, dans ce cas, immédia- 
tement connue. Donc on pourra trouver X,, Xa, X,,..., par la 
méthode de M. Gauss pour les équations binómes. Donc, etc. 

Ainsi, pour qu'une équation irréductible de degré premier soit so- 
luble par radicaux , il faut et il suffit que toute fonction invariable par 
les substitutions 


Xu. Lak+b 


soit rationnellement connue. 
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Ainsi la fonction 
(X, — X) (X, — X) Xe — X)... 


devra, quel que soit X , étre connue. 

Il faut donc et il suffit que l'équation qui donne cette fonction des 
racines admette , quel que soit X , une valeur rationnelle. 

Si l'équation proposée a tous ses coefficients rationnels, l'équation 
auxiliaire qui donne cette fonction les aura tous aussi, et il suffira de 
reconnaitre si cette équation auxiliaire du degré 1.2.3...(m — 2)a ou 
non une racine rationnelle, ce que l'on sait faire. 

C'est là le moyen qu'il faudrait employer dans la pratique. Mais 
nous allons présenter le théoreme sous une autre forme. 


PROPOSITION VIII. 


Tu£foniwr. « Pour qu'une équation irréductible de degré premier 
» soit soluble par radicaux, il faut et il suffit que deux quelconques 
» des racines étant connues, les autres s'en déduisent rationnelle- 
» ment. » 


Premièrement, il le faut, car la substitution 


Lks Lak+b 


ne laissant jamais deux lettres à la méme place, il est clair qu'en adjoi- 
gnant deux racines à l'équation, par la proposition IV, son groupe 
devra se réduire à une seule permutation. 

En second lieu, cela suffit; car, dans ce cas, aucune substitution du 
groupe ne laissera deux lettres aux mémes places. Par conséquent, le 
groupe contiendra tout au plus 2(7 — 1) permutations. Donc il ne 
contiendra qu'une seule substitution circulaire (sans quoi il y aurait 
au moins n? permutations). Donc toute substitution du groupe, x, Xr, 
devra satisfaire à la condition 


f(k +c < fk +C, 
Donc, etc. | 
Le théorème est donc démontré. 
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Exemple du théoréme ۰ 
Soit n = 5; le groupe sera le suivant : 


abcde 
bcdea 
cdeab 
deabc 


eabcd 


acebd 
cebda 
ebdac 
hdace 


daceb 


aedcb 
edcba 
dcbae 
cbaed 


baedc 


adhec 
dbeca 
becad 
ecadb 


cadbe. 


http://rcin.org.pl 


( 5o ) 


Y 
AA A AU AA AAA UU UAA AAA VAA NA OR URAL RW AAA A AVA VA HAVO A 


Fragment d'un second Mémoire. 


Des équations primitives qui sont solubles par radicaux. 


Cherchons, en général, dans quel cas une équation primitive est 
soluble par radicaux. Or nous pouvons de suite établir un caractère 
général fondé sur le degré mème de ces équations. Ce caractère est 
celui-ci : pour qu'une équation primitive soit résoluble par radicaux, 
il faut que son degré soit de la forme p”, p étant premier. Et de là 
suivra immédiatement que, lorsqu'on aura à résoudre par radicaux une 
équation irréductible dont le degré admettrait des facteurs premiers 
inégaux, on ne pourra le faire que par la méthode de décomposition 
due à M. Gauss; sinon l'équation sera insoluble. 

Pour établir la propriété générale que nous venons d'énoncer rela- 
tivement aux équations primitives qu'on peut résoudre par radicaux, 
nous pouvons supposer que l'équation que l'on veut résoudre soit 
primitive, mais cesse de l'étre par l'adjonction d'un simple radical. 
En d'autres termes, nous pouvons supposer que, 7 étant premier, le 
groupe de l'équation se partage en n groupes irréductibles conjugués, 
mais non primitifs. Car, à moins que le degré de l'équation soit pre- 
mier, un pareil groupe se présentera toujours dans la suite des décom- 
positions. 

Soit N le degré de l'équation, et supposons qu'apres une extraction 
de racine de degré premier z, elle devienne non primitive et se partage 
en Q équations primitives de degré P, au moyen d'une seule équation 
de degré Q. : 

Si nous appelons G le groupe de l'équation, ce groupe devra se 
partager en n groupes conjugués non primitifs, dans lesquels les 
lettres se rangeront en systemes composés de P lettres conjointes cha- 
cun. Voyons de combien de manières cela pourra se faire. 
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Soit H l'un des groupes PP =; primitifs. I] est aisé de voir 
que , dans ce groupe, deux lettres quelconques prises à volonté feront 
partie d'un certain systeme de P lettres conjointes, et ne feront partie 
que d'un seul. ۱ 

Car, en premier lieu, s'il y avait deux lettres qui ne pussent faire 
partie d’un méme système de P lettres conjointes, le groupe G, qui 
est tel que l'une quelconque de ses substitutions transforme les unes 
dans les autres toutes les substitutions du groupe H, serait non pri- 
mitif : ce qui est contre l'hypothèse. 

En second lieu, si deux lettres faisaient partie de plusieurs systemes 
différents, il s'ensuivrait que les groupes qui répondent aux divers 
systemes de P lettres conjointes ne seraient سل‎ primitifs : ce qui est 
encore contre l'hypothèse. 

Cela posé , soient 


les N lettres : supposons que chaque ligne horizontale représente un 
système de lettres conjointes. Soient 


des loir os l'AG has 
P lettres conjointes toutes situées dans la premiere colonne verticale. 
(1l est clair que nous pouvons faire qu'il en soit ainsi, en intervertis- 


sant l'ordre des lignes horizontales.) 
Soient, de méme, 


Aios Qis Aias Gaas- Ay pos 


P lettres conjointes toutes situées dans la seconde colonne verticale, 
en sorte que 
Qio Aas Ai aos Au.p 


appartiennent respectivement aux mêmes lignes horizontales que 


Aoo) oas Ao.25 و4‎ 040.۳۶ 


1.۰ 
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soient, de mème, les systèmes de lettres conjointes 
` da.0 ous Azs nay opt) 


Azo Azas go (3,355 Ca pis 


nous obtiendrons ainsi, en tout, P? lettres. Si le nombre total des lettres 
n'est pas épuisé, on prendra un troisieme indice, en sorte que 


An.no Amnis Amn; Cm.nsyes Ann eas 


soit, en général, un systeme de lettres conjointes; et l'on parviendra 
ainsi à cette conclusion, que N = P", u étant un certain nombre égal 


a celui des indices différents dont on aura besoin. La forme générale 
des lettres sera 


k, k, k,..., k étant des indices qui peuvent prendre chacun les P valeurs 
D AC ۳ 


۵ HRD PT. 

On voit aussi, par la maniere dont nous avons procédé, que dans le 
groupe H, toutes les substitutions seront de la forme 

Tnt Cod). ().x (Rs. e (R) |? 

123 n 1 2 8 v. 
puisque chaque indice correspond à un système de lettres conjointes. 

Si P n'est pas un nombre premier, on raisonnera sur le groupe de 
permutations de l'un quelconque des systèmes de lettres conjointes, 
comme sur le groupe G, en remplaçant chaque indice par un certain 
nombre de nouveaux indices, et l'on trouvera P = R^, et ainsi de 


suite; d'ou enfin N = p’, p étant un nombre premier. 
p 
Des équations primitives de degré p°. 


Arrétons-nous un moment pour traiter de suite les équations primi- 
tives dun degré p?, p étant premier impair. (Le cas de p » a été 
examiné.) Si une équation du degré p? est soluble par radicaux, suppo- 
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sons-la d'abord telle, qu'elle devienne non primitive par une extraction 
de radical. 
Soit donc G un groupe primitif de p? lettres qui se partage en 7 
groupes non primitifs conjugués à H. 
Les lettres devront nécessairement, dans le groupe H, se ranger 
ainsi, 


“o.0٠ Agi, Qo.25 و6‎ do.p—-19 
e PT din. Bits 4, Eu 
ao 95 5.45 (05.5, 2.31۰9 pis 


Ap-1.09 Apt purs pois Appt 


chaque ligne horizontale et chaque ligne verticale étant un système de 
lettres conjointes. 

Si l'on permute entre elles les lignes horizontales, le groupe que l'on 
obtiendra, étant primitif et de degré premier, ne devra contenir que des 
substitutions de la forme 


\ 
(Fe Anka "y 
12 1 2 


les indices étant pris relativement au module p. 
I 
Il en sera de méme pour les lignes verticales qui ne pourront donner 
que des substitutions de la forme 


Donc enfin toutes les substitutions du groupe H seront de la forme 


(Any A mkn.mk+ Ji 

12 #4 u 3329 

Si un groupe G se partage en n groupes conjugués à celui que nous 
venons de décrire, toutes les substitutions du groupe G devront trans- 
former les unes dans les autres les substitutions circulaires du groupe H, 
qui sont toutes écrites comme il suit: 


(a) MU 4 pe وب‎ 
12 NE / 
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Supposons donc que l'une des substitutions du groupe G se forme en 
remplacant respectivement 


Si, dans les fonctions g,, 99, on substitue pour A et & les valeurs 
4 2 


k + a, k + a, il devra venir des résultats de la forme 


4 4 2 2 


Qut 6,; 9» + 6a, 


et de là il est aisé de conclure immédiatement que les substitutions du 
groupe G doivent être toutes comprises dans la formule 

a) و رف تا‎ mta) 

Or nous savons, par le n°  [*], que les substitutions du groupe G 
ne peuvent embrasser que p* — 1 ou p* — p lettres. Ce n'est point 
p? — p, puisque, dans ce cas, le groupe G serait non primitif. Si donc 
dans le groupe G on ne considere que les permutations où la lettre a, o, 
par exemple, conserve toujours la méme place, on n'aura que des sub- 
stitutions de l'ordre p* — 1 entre les p* — 1 autres lettres. 

Mais rappelons-nous ici que c'est simplement pour la démonstration, 
que nous avons supposé que le groupe primitif G se partageat en 
groupes conjugués non primitifs. Comme cette condition n'est nulle- 
ment nécessaire , les groupes seront souvent beaucoup plus composés. 

11 s'agit donc de reconnaitre dans quel cas ces groupes pourront 
admettre des substitutions où p* — p lettres seulement varieraient, et 
cette recherche va nous retenir quelque temps. 

Soit donc G un groupe qui contienne quelque substitution de 
l'ordre p* — p; je dis d'abord que toutes les substitutions de ce groupe 
seront linéaires, c'est-à-dire de la forme (A). 


[*] Ce Mémoire faisant suite à un travail de Galois que je ne possède pas, il m'est 
impossible d'indiquer le Mémoire cité ici et plus bas. ACE. 
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La chose est reconnue vraie pour les substitutions de l'ordre p? — 1; 
il suffit donc de la démontrer pour celles de l'ordre p? — p. Ne consi- 
dérons donc qu'un groupe ou les substitutions seraient toutes m de 
l'ordre p? ou de l'ordre p? — p. (Voyez l'endroit cité.) 

Alors les p lettres qui, dans une substitution de l'ordre p? — p. 
varieront pas, devront étre des lettres conjointes. 

Supposons que ces lettres conjointes soient 


`t 


Gao Gt Guat, op: 


Nous pouvons déduire toutes les substitutions oü ces p lettres ne 
changent pas de place , nous pouvons les déduire de substitutions de la 
forme 
(^ IDE ox y 
42 4 2 
et de substitutions de l'ordre p? — p, dont la période serait de p termes. 
( Voyez encore l'endroit cité.) 
Les premiers doivent nécessairement, pour que le groupe jouisse de 
la propriété voulue, se réduire à la forme 
(a r kmk)? 
1 2 1 2 
d'apres ce qu'on a vu pour les équations de degré p. 

Quant aux substitutions dont la période serait de p termes, comme 
elles sont conjuguées aux précédentes, nous pouvons supposer un 
groupe qui les contienne sans contenir celles-ci : donc elles devront 
transformer les substitutions circulaires (2) les unes dans les autres ; 
donc elles seront aussi linéaires. | 

Nous sommes donc arrivés à cette conclusion, que le groupe primitif 
de permutations de p? lettres doit ne contenir que des substitutions de 
la forme (A). 

Maintenant, prenons le groupe total que l'on obtient en opérant 


sur l'expression 
Akk 
2 


toutes les substitutions linéaires possibles, et cherchons quels sont les 
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diviseurs de ce groupe qui peuvent jouir de la propriété voulue pour 
la résolubilité des équations. 

Quel est d’abord le nombre total des substitutions linéaires? Pre- 
mierement, il est clair que toute transformation de la forme 


kk, mk او‎ a BEH nk a 
i 


2 3 42 nec Nil 22 2 


ne sera pas pour cela une substitution; car il faut, dans une substitu- 
tion, qu'à chaque lettre de la premiere permutation il ne réponde 
qu'une seule lettre de la seconde, et réciproquement. 
Si donc on prend une lettre quelconque a, , de la seconde permuta- 
12 
tion , et que l'on remonte à la lettre correspondante dans la première, 


on devra trouver une lettre a, ; où les indices /./ seront parfaitement 
4S 3 


déterminés. Il faut donc que, quels que soient /, et /,, on ait par les 
deux équations 


mk, + nk +a, =l, mk--nk-- œ, = la, 
12 21 22 


des valeurs de Á et ۸ finies et déterminées. Ainsi la condition pour 
4 2 
qu'une pareille transformation soit réellement une substitution, est que 


mn — mn ne soit ni nul ni divisible par le module p, ce qui est la 
4 2 2:1 


méme chose. 

Je dis maintenant que, bien que ce groupe à substitutions linéaires 
n'appartienne pas toujours, comme on le verra, à des équations so- 
lubles par radicaux, il jouira toutefois de cette propriété, que si 
dans une quelconque de ses substitutions il y a 7 lettres de fixes, 7 di- 
visera le nombre des lettres. Et, en effet, quel que soit le nombre des 
lettres qui restent fixes, on pourra exprimer cette circonstance par des 
équations linéaires qui donneront tous les indices de l'une des lettres 
fixes, au moyen d'un certain nombre d'entre eux. Donnant à chacun 
de ces indices, restés arbitraires, p valeurs, on aura p" systemes de 
valeurs, m étant un certain nombre. Dans le cas qui nous occupe, m 
est nécessairement « 2, et se trouve par conséquent étre o ou r. Donc 
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le nombre des substitutions ne saurait étre plus grand que 
PR INVA PF 


Ne considérons maintenant que les substitutions linéaires ou la 
lettre 4, , ne varie pas; si, dans ce cas, nous trouvons le nombre total 
des permutations du groupe qui contient toutes les substitutions li- 
néaires possibles, il nous suffira de multiplier ce nombre par p°. 

Or, premièrement, en substituant p à l'indice k,, toutes les substi- 
tutions de la forme 


donneront en tout p — : substitutions. On en aura p? — p en ajoutant 
au terme 4, le terme mk, ainsi quil suit : 


^3 
un ( 317.41 2 


ps mk. mk + /) 


D'un autre cóté , il est aisé de trouver un groupe linéaire de p? — 1 
permutations, tel que, dans chacune de ses substitutions, toutes les 
lettres, à l'exception de a,,, varient. Car, en remplaçant le double 
indice AA par l'indice simple k, + ik„, i étant une racine primitive de 


12 


aif! t= (mod. p), 
il est clair que toute substitution de la forme 


+ ki? Gon واه‎ | 
۳ 4 2 2 4 2 
sera une substitution linéaire; mais, dans ces substitutions, aucune 
lettre ne reste à la méme place, et elles sont au nombre de p? — 1. 

Nous avons donc un système de p? — 1 permutations tel que, dans 
chacune de ses substitutions, toutes les lettres varient, à l'exception 
de a,.,. Combinant ces substitutions avec les p? — p dont il est parlé 
plus haut, nous aurons 


(p? — 1) (p? — p) substitutions. 


Or, nous avons vu à priori que le nombre des substitutions où a,., 


G. 8 
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reste fixe ne pouvait être plus grand que (p? — 1) (p? — p). Donc il 
est précisément égal à ( p? — 1) (p? — p), et le groupe linéaire total aura 
en tout 

p (p = 1) (p° — p) permutations. 


Il reste à chercher les diviseurs de ce groupe, qui peuvent jouir de 
la propriété d'étre solubles par radicaux. Pour cela, nous allons faire 
une transformation qui a pour but d'abaisser autant que possible les 
équations générales de degré p* dont le groupe serait linéaire. 

Premiérement, comme les substitutions circulaires d'un pareil 
groupe sont telles, que toute autre substitution du groupe les trans- 
forme les unes dans les autres, on pourra abaisser l'équation d'un 
degré, et considérer une équation de degré p? — 1 dont le groupe n'au- 
rait que des substitutions de la forme 

(bi. | ST TU jy 


11 1221 22 


les p* — 1 lettres étant 
bart: ni pis 
ho DE. Bo ee 
Des Wu Le duo 


. J observe maintenant que ce groupe est non primitif, en sorte que 
toutes les lettres où le rapport des deux indices est le méme sont des 
lettres conjointes. Si l'on remplace par une seule lettre chaque systeme 
de lettres conjointes, ón aura un groupe dont toutes les substitutions 


seront de la forme 
b, ? Bm, + nts) 
k, mak, pe n.k, 


A. e MTS 
7 étant les nouveaux indices. En remplacant ce rapport par un seul 


indice A, on voit que les p+ 1 lettres seront 


bs D D, bres bı, 
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et les substitutions seront de la forme 
mk + n\ 
AR seed 


Cherchons combien de lettres, dans chacune de ces substitutions , 
restent à la méme place ; il faut pour cela résoudre l'équation 


(rk + s) k — m (mk + n) = o, 


qui aura deux, ou une, ou aucune racine, suivant que (m — s)? + 4ur 
sera résidu quadratique, nul ou non résidu quadratique. Suivant ces 
trois cas, la substitution sera de l'ordie p — 1, ou p, ou p — 1. 
On peut prendre pour type des deux premiers cas les substitutions 
de la forme 
(A, mk+ n), 


oü la seule lettre b, ne varie pas, et de là on voit que le nombre total 


des substitutions du groupe réduit est 
(p+ T) p(p = ». 


C'est après avoir ainsi réduit ce groupe, que nous allons le traiter 
généralement. Nous chercherons d'abord dans quel cas un diviseur de 
ce groupe, qui contiendrait des substitutions de l'ordre p, pourrait 
appartenir à une équation soluble par radicaux. 

Dans ce cas , l'équation serait primitive et elle ne pourrait ètre so- 
luble par radicaux, à moins que l'on n'eüt p + 1— 2", n étant un cer- 
tain nombre. 

Nous pouvons supposer que le groupe ne contienne que des substi- 
tutions de l'ordre p et de l'ordre p + 1. Toutes les substitutions de 
l'ordre p 4- 1 seront par conséquent semblables, et leur période sera 


de deux termes. 


Prenons donc l'expression 


( mk + n 
( : mts) 


\ 


et voyons dans quel cas cette substitution peut avoir une période de^ 
deux termes. Il faut pour cela que la substitution inverse se confonde 
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avec elle. La substitution inverse est 


Me Verrem 
Donc on doit avoir m — — s, et toutes les substitutions en question 
seront 
Fi mk + 
(ees 
\ k— m 


ou encore 


N 
K, mikiran 


N étant un certain nombre qui est le méme pour toutes les substitu- 
tions, puisque ces substitutions doivent étre transformées les unes dans 
les autres par toutes les substitutions de l'ordre p, (k, A + m); or ces 
substitutions doivent, de plus, étre conjuguées les unes des autres. Si 
donc 


N Á N 
(k, m + LL (k, n + s) 


sont deux pareilles substitutions, il faut que l'on ait 


N ae N 
? — = L = | 
deis 2 x , 
+m—n -- n — m 
k— m k—n 


savoir, 
(m — ny SON: 

Donc la différence entre deux valeurs de m ne peut acquérir que 
deux valeurs différentes; donc m ne peut avoir plus de trois valeurs ; 
donc enfin p — 3. Ainsi, c'est seulement dans ce cas que le groupe 
réduit pourra contenir des substitutions de l'ordre p. 

Et, en effet, la réduite sera alors du quatrième degré, et par con- 
séquent soluble par radicaux. 

Nous savons par là qu'en général, parmi les substitutions de notre 
groupe réduit,-il ne devra pas se trouver de substitutions de l'ordre p. 
Pent-il y en avoir de l'ordre p — 1? C'est ce que je vais rechercher [*]. 


[*] Fai cherché inutilement dans les papiers de Galois la continuation de ce qu'on 
Æiènt de lire. A. Cu. 
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